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❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❡✉ ❧❡ ❝♦✉r❛❣❡ ✭❧❛ té♠ér✐té ❄✮ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r q✉❡ ♥♦✉s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛st❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ♥✬♦❜é✐ss❡♥t ♣❛s ❛✉①
♠ê♠❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ✐❧s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉✲
♣❧é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ♠♦❜✐❧❡✱ r✐❣✐❞❡
♦✉ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♦✉ ❣❛③❡✉①✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦❧✐❞❡✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s ❡✛♦rts ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r s❛
♣❛r♦✐✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ❉✐✛ér❡♥ts ré❣✐♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉és✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❜✐♦✲
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❢♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ✈✐sq✉❡✉① ❡t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ♣r♦❝❤❡s ✿ é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s❛♥❣✉✐♥s ❞❛♥s ❧❡s ✈❛✐s✲
s❡❛✉①✱ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✱ ♥❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐ss♦♥s✳✳✳ ❊♥
❣é♥✐❡ ❝✐✈✐❧✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛ér✐❡♥ ✭rés✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦♥t ♦✉ ❞✬✉♥ ❜ât✐♠❡♥t ❛✉
✈❡♥t✮ ♦✉ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ✭❞✐❣✉❡ s♦✉♠✐s❡ à ❧❛ ❤♦✉❧❡✱ t❡♥✉❡ ❞❡ ♣✐❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦♥t✮✱ s❛ ✈✐t❡ss❡
ét❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ▼❛❝❤✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐♥❝♦♠♣r❡s✲
s✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥❞✉str✐❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ s✬✐♥tér❡ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❢r✐❣ér❛♥t ✭❛✈❡❝
♦✉ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡✮ ❞❛♥s ❧❡s t✉②❛✉① ❞❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
tr❛♥s♣♦rts✱ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ✈✐t❡ss❡ s✉❜s♦♥✐q✉❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♠♦❜✐❧❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭❜r✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♦✉ ✉♥ tr❛✐♥✮
♦✉✱ à ✈✐t❡ss❡ tr❛♥ss♦♥✐q✉❡✱ êtr❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r✉✐♥❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥ ✭✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s
❛✐❧❡s ❡♥tr❛î♥❛♥t ❧❡ ✢♦tt❡♠❡♥t✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❞✉
r✐sq✉❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❜ât✐♠❡♥t ♦✉ s✉r ✉♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❢♦♥t ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝✱ ✜ss✉r❛t✐♦♥✱ r✉♣t✉r❡✮✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧♦♥❣s
❡t ❝♦ût❡✉① à ét❛❜❧✐r✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♠ê♠❡ ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s à ❧✬❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈❛r✐é❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲
str✉❝t✉r❡ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦♥t ❛✉ ✈❡♥t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s
t♦✉r❜✐❧❧♦♥s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛❝é ❞❡ r❛②♦♥s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❛♣✲
t✉r❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡
❝❤♦❝ ♦✉ ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝✐s❡s ❡t r♦❜✉st❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❛ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡✈✐❡♥t ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣❛s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts
❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡ st❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛ss✉ré❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ♣r✐s❡s sé♣❛ré♠❡♥t s♦✐❡♥t st❛❜❧❡s ♥✬❛ss✉r❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s rés♦❧✉❡s ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥✉♠ér✐q✉❡
s♦✐t ✏♣r♦❝❤❡✑✱ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞♦♥❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❛ér✐❡♥♥❡ s✉r
✉♥ ❜ât✐♠❡♥t✳ P♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és ✿ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝♦✉♣❧é❡ ♦✉ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉♣❧é❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞é❝♦✉♣❧é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡✱ ♣✉✐s
à ✐♥té❣r❡r ❧❡s ❡✛♦rts ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ rés✉❧t❛t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ❡t ❧❡ ✈♦❧ ❜❛❧✐st✐q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s♦❧✐❞❡s s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ s♦✉✤❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉♣❧é❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✈❛r✐❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✈❡❝✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss❡♥t✱ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ♦✉ ❞✉ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚r♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s
s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r
❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡ ✭❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♦✉ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✮ ❡st ❧✐♠✐té❡
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✈❡❝
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❛❞✈❡❝tés ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s ✭❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❡st ✜①❡ ❡t ♥❡ s✉✐t ♣❛s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✮ s♦♥t ♣ré❢éré❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✢✉✐❞❡✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st ♣❧✉tôt s✐♠✉❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ✭❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡
❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛tér✐❡❧✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♠❛✲
✸tér✐❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊
✭❆r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❊✉❧ér✐❡♥♥❡✲▲❛❣r❛❣✐❡♥♥❡✮ ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❞é❢♦r♠é ❞❡ ❢❛ç♦♥
à s✉✐✈r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡✱ s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s s✉❜✐r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡s
q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉✐❞❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st
tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♠❛✐❧❧é✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r
❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛❝❝r✉s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡ ♣rés❡♥t❡r❛ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ t♦✉t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ s♦✉✤❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s t♦✉r♥♦♥s ✈❡rs ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ q✉✐
s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s à ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✈♦✲
❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s
♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ◆♦✉s ❣❛r❞❡r♦♥s à ❧✬❡s♣r✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥❞✉str✐❡❧ ré❛❧✐st❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣rés❡♥tés s❡r♦♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s❡r❛ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉①✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✳
P♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r♦♥s à ✉♥ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♦✉ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❡s✲
t✐♠♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t❡r♠❡s ❞✐ss✐♣❛t✐❢s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✱ ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ s✬✐❧s ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❡ ré❛❧✐s♠❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛s ❞❡s ❡♥❥❡✉① ♠❛❥❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t
♣♦✉rr♦♥t êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s s❛♥s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s é✈✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✈♦✐r à tr❛✐t❡r ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦✲
❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rtés✐❡♥ ré❣✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡s ❞é❝❡♥trés ❞❡ t②♣❡ ❘♦❡ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ✭♣❛r ✉♥❡ ♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❞❡ t②♣❡
▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s
♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ▲✬ét❛t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st ✐♥té❣ré ❡♥
t❡♠♣s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ P♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ♣❧✉s ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❡st ❡♠♣❧♦②é❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ❞é❝r✐t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ✏❣r❛✐♥s✑ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s
❡t ❞❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❞❡ ❝❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❝❛r ✐❧ s✉✣t ❞❡ r♦♠♣r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛✐♥s ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡
❝♦❤és✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦❧✐❞❡s ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ss✉ré ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
❉❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ❣✉✐❞é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡t ❊❧é♠❡♥ts
❉✐s❝r❡ts s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ❡♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
é✈✐t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱
❝❛r ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡s ✢✉①✱ ❢♦r❝❡s ❡t
♠♦♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❝❡
q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡①♦r❜✐t❛♥t✳ ◆♦✉s ♦♣t♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s
❡t ♠♦♠❡♥ts ♣❛r ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ st❛❜❧❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡
❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ♣r✐s sé♣❛ré♠❡♥t✳
▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡t ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊✮ ❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✳ ❈❡tt❡ r❡✈✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✈✐sés✳ P✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧✬✐♥té❣r❛✲
t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t à s❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✉t✐❧✐✲
sé❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❡t ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❞✉ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡✱ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ✉t✐❧✐sé ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❡♥tr❡ ✉♥ s♦❧✐❞❡ r✐❣✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❝♦♥s❡r✈❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡ s♦✲
❧✐❞❡ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ r✉❣♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦✉♣é❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✢✉✐❞❡ ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
✺❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡
❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦❧✐❞❡s ❡t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛r♦✐ ❡st ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❛❧♦rs q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛ss✉r❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s
s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❝♦♥tr❛✐♥ts ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐
❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥❡ r❡♠❡t ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❝❛r
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
✢✉① ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❢✉t✉r❡s ✈✐sé❡s✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s très ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ s❡r❛ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✿ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❛ér✐❡♥♥❡ ✭❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦✉ é❝♦✉❧❡♠❡♥t à ✈✐t❡ss❡ s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ ♦✉
s✉❜s♦♥✐q✉❡ é❧❡✈é❡✮ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭❜ât✐♠❡♥t✱ ✈é❤✐❝✉❧❡✱ ✳ ✳ ✳✮✱ ❛✈❡❝ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉♣t✉r❡
❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡
s♦❧✐❞❡ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s ➱❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ r❡st❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❝♦❤és✐❢
❡t ❛✉❝✉♥❡ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♠❛✐s t♦✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡r❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬② ✐♥té❣r❡r ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣✐♠❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr❛✐t❡r✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r q✉✐ s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s♦❧✐❞❡ s❡r❛ ❡①♣♦sé❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞✐s❝ré✲
t✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆▲❊✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦❧✐❞❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✳ ❯♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡ s❡r❛ ❛♣♣♦rté❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❝❤♦❝s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ét✉❞❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉r♥é❡ ✈❡rs ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛✐s ✈❡rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡t
❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛ît ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡r❛ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✴str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳
✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ré❣✐ss❛♥t ❧❡ ✢✉✐❞❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ét✉❞✐és ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝ ❛ér✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝
❞❡s str✉❝t✉r❡s✮✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉①✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ✿
∂ρ
∂t
+ ❞✐✈(ρu) = 0 ✭✷✳✶✮
∂(ρu)
∂t
+ ❞✐✈(ρu⊗ u+ p) = 0 ✭✷✳✷✮
∂(ρE)
∂t
+ ❞✐✈((ρE + p)u) = 0 ✭✷✳✸✮
♦ù ρ✱ u✱ p ❡t ρE s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮✱ ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✸✮ ❡①♣r✐♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❛❞♦♣té❡
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❙✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ρe ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ρE ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ✿
ρe = ρE − 1
2
ρ‖u‖2, ✭✷✳✹✮
♦♥ ❡①♣r✐♠❡ p ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ρe ✿
p = (γ − 1)ρe ✭✷✳✺✮
γ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✶✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ γ ✈❛✉t 53 ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ♠♦♥♦❛t♦♠✐q✉❡✱
7
5 ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③
♣❛r❢❛✐t ❞✐❛t♦♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❛✐r s❡r❛ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ❛✈❡❝ γ = 1, 4✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③ ❞❡ ❞✐❛③♦t❡ ❡t ❞❡
❞✐♦①②❣è♥❡✳
❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∂w
∂t
+
∂f(w)
∂x
+
∂g(w)
∂y
= 0 ✭✷✳✻✮
♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té
w =


ρ
ρu
ρv
ρE

 , f(w) =


ρu
ρu2 + p
ρuv
(ρE + p)u

 , g(w) =


ρv
ρuv
ρv2 + p
(ρE + p)v

 , u =
(
u
v
)
.
✭✷✳✼✮
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✾
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rtés✐❡♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ f ❡t g s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t
❝♦♠♠❡ ❧❡s ✢✉① ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❡t y r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ w ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✳ ❚♦✉t ❧✬❡♥❥❡✉ ❡st ❛❧♦rs ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤és à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ w s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ s✉r
❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❬✺✼✱ ✾✶✱ ✶✸✻❪ ♣♦✉r ✉♥❡
r❡✈✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ♣❛s ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦❜✐❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ♥♦♥✲❞✐s❝rét✐sé ♦✉ s❡♠✐✲❞✐s❝rét✐sé ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ✿ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✜①é ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ ❝❛s
❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛✐s ❞ès q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ é✈♦❧✉❡ ❞❛♥s ❞❡s
t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡
❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆▲❊
✭❆r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✲❡✉❧ér✐❡♥♥❡✮ ❬✷✾❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❢♦r♠❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ❧✐és ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝✲
t✐❢ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ✉♥
s♦❧✐❞❡ ♠♦❜✐❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✜①❡✱ ❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ ✜❝t✐❢ s♦✉s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♥♦♥✲♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ s♦❧✐❞❡✳
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
✷✳✸✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❆▲❊
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐♣❤❛s✐q✉❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉s✲
tr✐❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ❬✶✼❪✱ ♠❛✐s q✉❛♥❞ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡
❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❉❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡✱ ❝❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s très ❝♦✉rts✳
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✢✉✐❞❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♣✉r❡♠❡♥t ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ s✉✐✈r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s à ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ ❡t ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ❞❛♥s
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❆▲❊ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❡st ❞é❢♦r♠é
❞❡ ❢❛ç♦♥ à s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♣rès ❞✉ s♦❧✐❞❡✮ ❡t ❞♦♥t
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ s✉✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ U ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✳ ❙✐ U ❡st ♥✉❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡
ré❞✉✐t à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❀ s✐ U ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ U ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
à ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆▲❊ s❡ ♠❛r✐❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ✿ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦❜✐❧❡s ❡t ❞é✲
❢♦r♠❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s
s✉r ❝❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞é❝♦✉❧❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s
s♦♥t ♥♦té❡s x✱ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ❧✐é❡s ❛✉ s♦❧✐❞❡ ♥♦té❡s X✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ♥♦té Ω0✱ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r Ωt✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t Γ0 ❡t Γt ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡t
❛✉ t❡♠♣s t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥tr❡ X ❡t x ♣❛r ❧❛
❜✐❥❡❝t✐♦♥ φ ✿
∀X ∈ Ω0,∀t > 0, x = φ(X, t) ∈ Ωt. ✭✷✳✽✮
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ φ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ g ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡s✳
◆♦✉s ❧❛ ♥♦t❡r♦♥s g˜ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
∀X ∈ Ω0, g˜(X, t) = g(φ(X, t), t) ✭✷✳✾✮
◆♦t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ξ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆▲❊✳
❖♥ ♣❡✉t ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ✿
ξ = ξ(X, t) ✭✷✳✶✵✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣❛r
J˜(X, t) = ❞❡t
(
∂ξ
∂X
∣∣∣∣
t
(X, t)
)
✭✷✳✶✶✮
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✶
U˜(X, t) =
∂ξ
∂t
∣∣∣∣
X
(X, t) ✭✷✳✶✷✮
♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ r❡st❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ J˜ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
∂J˜
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) = J˜(X, t)❞✐✈ξ(U)(ξ(X, t), t) ✭✷✳✶✸✮
✕ ❙♦✐t g ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
∂(J˜ g˜)
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) = J˜(X, t)
(
∂g
∂t
∣∣∣∣
ξ
+ ❞✐✈ξ(gU)
)
(ξ(X, t), t) ✭✷✳✶✹✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t g = 1✳
■❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❛ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✸✮ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ ét❛t
❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ●❡♦♠❡tr✐❝ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇s ✭●❈▲✮
❬✶✸✹❪ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❬✸✼❪ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❬✸✷❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✭✷✳✶✹✮ ✿
∂(J˜ ρ˜)
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) + J˜(X, t)❞✐✈x (ρ(u−U)) (ξ(X, t), t) = 0 ✭✷✳✶✺✮
∂(J˜ ρ˜u˜)
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) + J˜(X, t)
(
❞✐✈x (ρu(u−U)) + ∂p
∂x
)
(ξ(X, t), t) = 0 ✭✷✳✶✻✮
∂(J˜ ρ˜v˜)
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) + J˜(X, t)
(
❞✐✈x (ρv(u−U)) + ∂p
∂y
)
(ξ(X, t), t) = 0 ✭✷✳✶✼✮
∂(J˜ ρ˜E˜)
∂t
∣∣∣∣∣
X
(X, t) + J˜(X, t)❞✐✈x (ρE(u−U) + pu) (ξ(X, t), t) = 0 ✭✷✳✶✽✮
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r s♦✉s ❢♦r♠❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡st ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ❞ès q✉✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ U ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ U ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ●❈▲ ✭✷✳✶✸✮✱ ♠❛✐s ❞♦✐t ❛✉ss✐ ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡st❡ ♣❡✉ ❞é❢♦r♠é ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ♥♦♥ r❡t♦✉r♥é❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡
❛ss✉ré✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❬✶✵✷❪ ✿
∆U = 0 ❞❛♥s Ωt ✭✷✳✶✾✮
U = us s✉r Γt ✭✷✳✷✵✮
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
♦ù us ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r J ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✸✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s tr♦♣ ét✐ré❡s q✉✐
ré❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t r✐sq✉❡♥t ❞✬êtr❡ r❡t♦✉r♥é❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦❥❡té❡s
s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
❈❡tt❡ ♥é❝❡ss✐té ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❆▲❊✳ ❙✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡✈✐❡♥t très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣❧♦❜❛❧ s✉r ❞❡s ❣é♦✲
♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉✬♦♥t été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ r❡st❡ ✜①❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♦ù ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st
♣é♥❛❧✐sé❡✳
✷✳✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢
❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❞é❢♦r♠❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ tr❛✲
✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡ ✜①❡✳ ▲❡ s♦❧✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs s✉♣❡r♣♦sé ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡
❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t
✜❝t✐✈❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡r ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡
✏✈♦✐❡✑ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♥❡ s❡ ♣♦s❛✐t ♣❛s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❆▲❊ ❝❛r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❝♦♠♠✉♥❡ ♦✉ ❞✐st✐♥❝t❡✱
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé✮ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✲
❣❛❣❡r s✐① t②♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s
✐♠♠❡r❣é❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs
❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ss✉r❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✳
✷✳✸✳✷✳✶ ❋r♦♥t✐èr❡s ■♠♠❡r❣é❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❋r♦♥t✐èr❡s ■♠♠❡r❣é❡s ✭■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ▼❡t❤♦❞✱ ♥♦té❡ ■❇▼✮
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r P❡s❦✐♥ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹❪ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
s❛♥❣✉✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
✈✐sq✉❡✉① ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❝♦✉♣❧és à ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠✐♥❝❡s ✭♣❛r♦✐s ❝❛r❞✐❛q✉❡s✱ ✈❛❧✈❡s✮
❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇▼ ❡st ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉
✢✉✐❞❡✱ ❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥ s❛✉t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✸
rés♦❧✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✶✶✹❪ ✿
ρ
(
∂u
∂t
+ Sh(u)u
)
+D0hp = µLhu+ f ✭✷✳✷✶✮
D0h · u = 0 ✭✷✳✷✷✮
♦ù u✱ p ❡t µ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ Sh(u)✱ D0h ❡t
Lh s♦♥t ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞✐s❝r❡ts ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs u ·∇✱∇ ❡t ∆ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t f ❡st
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
❈❡s ❢♦r❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f(x, t) =
∫
F(y, t)δh(x−X(y, t))dy ✭✷✳✷✸✮
♦ù X ❡t F ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❧✐é❡
à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❋ré❝❤❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ E ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ X ✿
F(y, t) = − ∂E
∂X(y, t)
, ✭✷✳✷✹✮
❡t δh ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ✏❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✑✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦②❛✉ δh à
s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡st ❞✐❝té ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥✲
t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡
❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❉❛♥s ❬✶✶✹❪✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ δh ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
δh(x) =
1
h3
φ
(x1
h
)
φ
(x2
h
)
φ
(x3
h
)
✭✷✳✷✺✮
♦ù h ❡st ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✱ ❡t ♦ù φ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
φ(r) =


1
8
(
3− 2|r|+
√
1 + 4|r| − 4r2
)
s✐ |r| ≤ 1
1
8
(
5− 2|r| −
√
−7 + 12|r| − 4r2
)
s✐ 1 ≤ |r| ≤ 2
0 s✐♥♦♥✳
✭✷✳✷✻✮
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dX
dt
(y, t) =
∫
u(x, t)δh(x−X(y, t))dy. ✭✷✳✷✼✮
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞✐❝t❡ ❞♦♥❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇▼ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡ ❡st
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t t♦✉r♥é❡ ✈❡rs ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠✐♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ é♣❛✐ss❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ré❣✐ ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡✱ ❝❛r ❝✬❡st ♣❧✉tôt ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❛❧♦rs
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉① ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s
s✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ s♦❧✐❞❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
str✉❝t✉r❡ ♠✐♥❝❡✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❛✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡✱ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ s♦✉✛r❡
❛❧♦rs ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♠✐♥❝❡✳ ❈❡
♣♦✐♥t ❛ été ❛♠é❧✐♦ré ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■♠♠❡rs❡❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ▼❡t❤♦❞ ✭■■▼✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣❛r ▲❡❱❡q✉❡✱ ▲✐ ❡t ▲❛✐ ❬✾✷✱ ✾✸✱ ✾✺❪✱ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t ❞❛♥s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✢✉✐❞❡ à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■■▼
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇▼ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❇▼ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉✐t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❞❡ ✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ❬✶✹✷❪✳ ❯♥❡ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ❢❡r♠é❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ ✈❡rr❛✐t ❛❧♦rs s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❝♦♠♠❡ s✐ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❢✉②❛✐t à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣❛r♦✐✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■■▼ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❢✉✐t❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❡①❛❝t❡ ❬✶✹✷❪✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s
❧❡ s♦❧✐❞❡✳
✷✳✸✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♥♦♥✲
♣♦r❡✉① ❡t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ❧❛ ♥♦♥✲♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé♠❡♥t ❛ss✉ré❡✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥
❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
Pé♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♣♦r♦s✐té ❞❡ t②♣❡ ❇r✐♥❦♠❛♥ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❝♦♥s✐st❡ à ✈♦✐r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉✲
t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦r♦s✐té s❡r❛ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆rq✉✐s ❡t ❈❛❧t❛❣✐r♦♥❡ ❬✾❪ ♣♦✉r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ✈✐s✲
q✉❡✉①✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣♦r♦s✐té ❞❡ ❇r✐♥❦♠❛♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡✈✐❡♥t à ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té 1η très
❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s♦❧✐❞❡✳ ❆♥❣♦t ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♦♥t ét✉❞✐é ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ L2✮ ✿ ❡♥ ♥♦t❛♥t Ω ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①❡ t♦t❛❧✱ Ωs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡
✜❝t✐❢ s♦✉s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t Ωf ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❡✛❡❝t✐❢✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ uη ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pη
✈ér✐✜❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∂uη
∂t
− 1
Re
∆uη + uη ·∇uη + 1
η
1Ωsuη +∇pη = f ❞❛♥s R
+ × Ω ✭✷✳✷✽✮
❞✐✈uη = 0 ❞❛♥s R
+ × Ω. ✭✷✳✷✾✮
❆♥❣♦t ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r uη ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡
❝♦♠♣❛❝✐té q✉❡ uη ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs uf q✉❛♥❞ η t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✺
O(η 34 )✱ ♦ù uf ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✿
∂uf
∂t
− 1
Re
∆uf + uf ·∇uf +∇pf = f ❞❛♥s R+ × Ωf ✭✷✳✸✵✮
❞✐✈uf = 0 ❞❛♥s R
+ × Ωf ✭✷✳✸✶✮
uf = 0 s✉r ∂Ωf ✭✷✳✸✷✮
▲✬❡rr❡✉r uη − uf ✈ér✐✜❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❛r❝②
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❥✉st✐✜❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ♣♦✲
r❡✉①✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(η) ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❬✹❪ ♠♦♥tr❡
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ η ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ H1 ✿
(
1 +
1
η
1Ωs
)
∂uη
∂t
− ❞✐✈
((
1 +
1
η
1Ωs
)
σ(uη, pη)
)
+ uη ·∇uη + 1
η
1Ωsuη = f ❞❛♥s R
+ × Ω ✭✷✳✸✸✮
❞✐✈uη = 0 ❞❛♥s R
+ × Ω ✭✷✳✸✹✮
♦ù σ(u, p) = 12Re(∇u + ∇u
❚) − pI ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t é♣❛✐ss❡ ❛✉t♦✉r ❞✉
s♦❧✐❞❡ q✉✐ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❬✶✶✶❪ ❡t
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✶✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ✿
∂wη
∂t
+ ❞✐✈(f(wη)) +
1
η
1Ωs


0
ρηuη
ρηvη
ρη(Eη − EΩs)

 = 1Re❞✐✈(fV (wη)) ✭✷✳✸✺✮
♦ù fV ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✢✉① ✈✐sq✉❡✉①✱ ❡t EΩs = cV TΩs ❡st ✉♥❡ ✏é♥❡r❣✐❡✑ ❞✉ s♦❧✐❞❡ à ❧❛ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ✜①é❡ TΩs ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ s✐♠✉❧é❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
♥✉❧❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ✭u = 0 s✉r ∂Ωf ✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡
✭T = TΩs s✉r ∂Ωf ✮✳
❙✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ét❛✐❡♥t tr❛✐tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s s❡r❛✐t ❞✉ t②♣❡ ∆t ≤ Cη✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉❤❛✐té❡ ❝❛r
η ❡st ❞❡st✐♥é à êtr❡ ♣r✐s ♣❡t✐t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈❋▲ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♦r✐❣✐♥❡❧
✭s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✸✺✮ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❝♦ût❡✉①✮ ❞❡s ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❛ss✉r❡♥t ♣❛s ✉♥❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
êtr❡ ❣ê♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♦✉ à ❜❛s ▼❛❝❤✱ ❡❧❧❡
r✐sq✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤♦❝s ✐♠♣❛❝t❛♥t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❊✉❧❡r✲
▲❛❣r❛♥❣❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❞❡s ❞✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✭✐♠♣❛❝ts ❞❡ ✈❛❣✉❡s s✉r ❞❡s ❜❛t❡❛✉① ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❬✻❪✳ ❯♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ s♦❧✐❞❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st s✉♣❡r♣♦sé à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ✜①❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✻❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♥÷✉❞s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♠♠❡
✏❡s❝❧❛✈❡s✑ ❞❡ ♥÷✉❞s ✏♠❛îtr❡s✑ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✢✉✐❞❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳
❈❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❞❡s r❡ss♦rts ❞❡ r❛✐❞❡✉r k q✉✐ ♣é♥❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞❡
✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t dn ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s n∆t✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✿
dn+1 = dn +∆t(v
n+ 1
2
f − v
n+ 1
2
s ) ✭✷✳✸✻✮
♦ù v
n+ 1
2
s ❡t v
n+ 1
2
f s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ❡s❝❧❛✈❡ ❡t
❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ♥÷✉❞ ♠❛îtr❡✳ ▲❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡
✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r❝❡ ♥✬❛❣✐t q✉❡ s✐ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♠♣r✐♠❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈✐❞❡✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ Fs ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❡s❝❧❛✈❡
s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ Ff ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✉ t❡♠♣s
n∆t ✿
Fs = −Ff = kdn ✭✷✳✸✼✮
❚♦✉t ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❛✐❞❡✉r
k ❞✉ r❡ss♦rt✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❢✉✐t❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ k s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❀ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ k ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
r❛✐❞❡ ❡t ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡♥
❝❛s ❞✬✐♠♣❛❝t✱ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ k ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝
❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥❡
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡①♣❧♦ré❡ ♣❛r ❬✻❪ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① C = ξ
√
kM ♦ù
M ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥÷✉❞ ♠❛îtr❡ ✲ ♥÷✉❞ ❡s❝❧❛✈❡ ❡t ξ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳ ξ ❡st ♣r✐s é❣❛❧ à ✷ ♣♦✉r êtr❡ à ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡t ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t q✉✐ ❛tté♥✉❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♠♦rt✐r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s s✐ ❧❛ r❛✐❞❡✉r ❞✉ r❡ss♦rt k ❡st tr♦♣ ♣r♦❝❤❡
❞❡s r❛✐❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳
■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡♥
❢♦rç❛♥t v
n+ 1
2
s = v
n+ 1
2
f ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t t♦t❛❧❡✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ♣❛s ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❥❡✉✳
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✼
●r✐❧❧❡ ✢✉✐❞❡
❡✉❧ér✐❡♥♥❡
❋❧✉✐❞❡
+
+
◆÷✉❞s ♠❛îtr❡s ✭♣❛rt✐❝✉❧❡s ✢✉✐❞❡s✮
❙tr✉❝t✉r❡×
×
×
×
◆÷✉❞s ❡s❝❧❛✈❡s
❚❡♠♣s n∆t
+
+
× ×
×
×
Ff = −kdn+1
Fs = kd
n+1
dn+1
❚❡♠♣s (n+ 1)∆t
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡
✷✳✸✳✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲
str✉❝t✉r❡ ❡♥ ♣é♥❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❬✺✺✱ ✺✻✱ ✶✹✹❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✐❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●❧♦✇✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✺❪ ❛✜♥
❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠✲
♣❧✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ ❞✬✉♥ ét❛t ✢✉✐❞❡ ✈✐rt✉❡❧✱ à r❡❧❛①❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ♣✉✐s à ✐♠♣♦s❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦r♣s r✐❣✐❞❡
♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♣❛r ❨✉ ❬✶✹✹❪✳ ▲❡s
♣r♦❜❧è♠❡s s♦❧✐❞❡ ❡t ✢✉✐❞❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦✉♣❧és ♣❛r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲❢♦r❝❡ q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
■❇▼✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣s❡✉❞♦✲❢♦r❝❡s s♦♥t ✐♥té❣ré❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡♥t ♣❛s à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ♠❛✐s
r❡ç♦✐✈❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥✲♣é♥étr❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
✷✳✸✳✷✳✹ ▼ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
✜❝t✐❢s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s s✉✐✈❡♥t ♣❧✉tôt ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à s✐♠✉❧❡r ✉♥ s♦❧✐❞❡ ♠♦❜✐❧❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✜①❡
r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♦✉
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ❞❡s s♦❧✐❞❡s r✐❣✐❞❡s ♠♦❜✐❧❡s ♦✉ ✜①❡s ❬✶✵✸✱ ✶✸✺✱ ✽✼❪✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✢✉✐❞❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ✈✐sq✉❡✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝♦r♣s s♦❧✐❞❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦❧✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s
s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
❚✐❞r✐r✐ ❡t ▲❡ ❚❛❧❧❡❝ ❬✶✸✺✱ ✽✼❪ ♣❛rt❡♥t ❞✉ ❝♦♥st❛t q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s
❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤♦❝ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s
♣❛r♦✐s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ♠❛✐s ♣❡✐♥❡ à ❛ss✉r❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ❞❛♥s ✉♥ ❝❤♦❝✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ✢✉✐❞❡s ✿ ✉♥ ✈❛st❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✮✱ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s r❡str❡✐♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♦ù ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❡st ✉t✐❧✐sé ✭s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t
❞♦♥❝✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧♦❝❛❧✱ ❡t ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭é❣❛❧✐té ❞❡s ✢✉① à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡ ❡t ❧♦✲
❝❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❬✽✼❪ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❣❧♦❜❛❧✲❧♦❝❛❧ ❞ès q✉❡ ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♥t❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❛t ❇♦✉♥❞❛r② ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛✉r② ❬✶✵✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à tr♦✉s✳ ❯♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥✲str✉❝t✉ré ❛❞❛♣té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ ❡♥t♦✉r❡ ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❛rtés✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♣✐❞❡s ✭tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡✱ ✳ ✳ ✳✮ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s❛✉t à
❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡✱ à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❬✾✷❪✱ s♦♥t ✐♥❝♦r♣♦ré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧♦❝❛❧✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧♦❝❛❧ ❡t ❣❧♦❜❛❧ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ◆❡✉♠❛♥♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❆▲❊ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧♦❝❛❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ♣rêt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❧♦❝❛✉① ❧❡s
❡♥t♦✉r❛♥t ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳ ❬✶✵✸❪ ♥♦t❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ s✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦❧✐❞❡s s♦♥t
t♦✉t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✶✾
❡t ✐♥✈❡rsé❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❧♦❝❛✉①✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❡ s♦❧✐❞❡ s❡ ✜ss✉r❡
♦✉ s✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞♦✐t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t ❛✉① ❞✐✣❝✉❧tés ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❆▲❊✳ ◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s t♦✉r♥♦♥s
❞♦♥❝ ♣❛s ✈❡rs ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
❙♦❧✐❞❡
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❛t ❇♦✉♥❞❛r② ▼❡t❤♦❞ ✿ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡
❧♦❝❛❧
✷✳✸✳✷✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝❝❡♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ♠✐s s✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡
s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ♠❛✐s s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡
❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❊❧❧❡s tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼♦❤❞✲❨✉s♦❢ ❬✶✵✻❪
s✉r ❧❡ ✏❞✐r❡❝t ❢♦r❝✐♥❣✑✳ ❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① s✬❛♣♣❛r❡♥t❛♥t
à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ❞❡ ❋❡❞❦✐✇ ❬✹✷❪✱ ♦♥t s✉✐✈✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈♦✐❡ ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
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 ✕ ◆÷✉❞ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡
△ ✕ ◆÷✉❞ ✢✉✐❞❡ ✜❝t✐❢
❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉✐r❡❝t ❋♦r❝✐♥❣
▼ét❤♦❞❡ ❉✐r❡❝t ❋♦r❝✐♥❣ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉✐r❡❝t ❋♦r❝✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡ à
é❝r✐r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r②
♣♦✉r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ f ❞❡ ❢♦rç❛❣❡ ✿
un+1 − un
∆t
= −u ·∇u−∇p+ 1
Re
∆u+ f ✭✷✳✸✽✮
❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐♠♣♦s❡r un+1 = vn+1 à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ ♦ù v ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♠♣♦s❡r ✿
f = u ·∇u+∇p− 1
Re
∆u+
vn+1 − un
∆t
✭✷✳✸✾✮
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ f ❡st é❧✐♠✐♥é❡ ✿
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛ss✉r❡r
❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❙✐ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡st ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱
❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✳ ❙✐ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
✢✉✐❞❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ▲❡ st❡♥❝✐❧ ❞✉ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✬ét❡♥❞❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✱
✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é❝✐❞é ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✜❝t✐✈❡s
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦❤❞✲❨✉s♦❢ ❬✶✵✻❪✱ r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❬✸✸❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ♥✉❧❧❡✱ à ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♣✉✐s à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ∆u ❛✜♥
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❛✉ ❜♦r❞✳ ▲❡s ✈✐t❡ss❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ s♦♥t ♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉ ♣♦✐♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛r♦✐✳
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✷✶
❬✸✸❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡♥ ♠❛r❝❤❡s ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ♣❛r
❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳
❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❘❡②✲
♥♦❧❞s é❧❡✈é ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣❛r♦✐ ❛❞ ❤♦❝ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ❜♦♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❘❆◆❙
✭❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✮ ❬✼✻✱ ✼✺❪ ❡t ▲❊❙ ✭▲❛r❣❡ ❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❬✶✸✸❪✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ✈✐sq✉❡✉① ❬✷✽❪✳
▼ét❤♦❞❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ✭●❋▼✮ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é❡ ❬✹✷❪ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ✢✉✐❞❡s
♦✉ s♦❧✐❞❡s✱ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ sé♣❛rés ♣❛r
❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❈❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✏▲❡✲
✈❡❧ s❡t✑ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ③ér♦s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ✳ ▲✬✐❞é❡
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉
✢✉✐❞❡✱ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ u · n s♦♥t
❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡s à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s à tr❛✈❡rs ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❛❧♦rs
✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡①✐st❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❛
♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ✿ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣rés❡♥t
❞❡ ❝❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ st❡♥❝✐❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✶ à
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✷ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ❧❡s ✏❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s✑✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✶ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
▲✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✶ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✷✱ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ✭♦✉ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱
❧✬❡♥tr♦♣✐❡✮ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✶✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st
♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✵✾✱ ✶✵✹❪✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t tr♦♣
❢♦rt❡ ♦✉ tr♦♣ ♣❡✉ é❧❡✈é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣rès ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡
❞❡ ❝❤♦❝ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▼❡♥✐❦♦✛ ❬✶✵✹❪ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦❝ ❞✉❡ à ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ◆♦❤ ❬✶✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥
✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ r❡♥❞ ❞❡ t❡❧s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋❡❞❦✐✇ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷✱ ✹✸❪ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s ♥♦♥ ♣❛s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s
❧♦✐♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ✢✉✐❞❡ ré❡❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ à ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥ s✉r❝❤❛✉✛❛❣❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳
❊♥ ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❢❛♥tô♠❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✶ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✷ ♣♦✉r
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❧❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♥t✐♥✉❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ p ❡t u · n ✭❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
s✐ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡✮✱ ❡t ♣❛r ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛r♦✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✶ ✭❛✈❡❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ♥÷✉❞s✮ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ S ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ u · t✳ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❬✹✶❪✳
■♥t❡r❢❛❝❡
• • •
▼❛tér✐❛✉ ✶
i− 2 i− 1 i
• • •
▼❛tér✐❛✉ ✷
i+ 1 i+ 2 i+ 3
• • •
●❤♦st ✢✉✐❞
i+ 1 i+ 2 i+ 3
p,u p,u p,u
S
p ✿ ♣r❡ss✐♦♥
u ✿ ✈✐t❡ss❡
S ✿ ❡♥tr♦♣✐❡
❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞
❉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ P♦♦r ✭●❋▼P✮ ❬✸✾✱ ✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡
st♦❝❦❛❣❡ ❝♦ût❡✉① ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ✢✉① ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉① à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❆❜❣r❛❧❧ ❡t ❑❛r♥✐
❬✷❪ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♠❛tér✐❛✉① t✐r❡
s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉①
❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧s ♥♦t❡♥t✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❬✹✷❪✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼✳
▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡
t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳
❆ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✢✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✶ ❡t ✉♥ ✢✉① ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✷ q✉✐ s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t ❛ss✉r❡♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s ✢✉① ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ é❣❛✉①
à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r❡sq✉❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ❬✸✾❪ ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡①♣❧♦s✐♦♥s s♦✉s✲♠❛r✐♥❡s ♦ù ❞❡ ❢♦rt❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡
❞❡♥s✐té s♦♥t r❡♥❝♦♥tré❡s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❘✐❡✲
♠❛♥♥ ❡①❛❝t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ❉✬❛✉tr❡s
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✷✸
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ❡①✐st❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ▼♦❞✐✜❡❞ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ▼❡✲
t❤♦❞ ✭▼●❋▼✮ ❬✾✼❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧✬ét❛t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛ts ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ r❡❛❧ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ▼❡t❤♦❞ ✭r●❋▼✮ ❬✶✸✽❪ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐❡✉① ♣ré❞✐r❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦❝ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ré❡❧❧❡
❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ét❛ts
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼ ❡st ❛✉ ❞é♣❛rt ❝♦♥ç✉❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐♣❤❛✲
s✐q✉❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✺✶✱ ✼✱ ✶✷✹✱ ✶✹✵✱ ✹✶✱ ✷✶❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡❧✲
❧✉❧❡s ✜❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s à st❡♥❝✐❧
❧❛r❣❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣❛r t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❬✼❪ ét✉❞✐❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①✲
tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❢❛♥tô♠❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s♦❧✐❞❡ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞✉ s❝❤é♠❛ ❝♦✉♣❧é✳ ❬✶✹✵❪ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
à ❧❛ ♣❛r♦✐✳
❆✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡
✉♥ ❝♦❞❡ s♦❧✐❞❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ ✢✉✐❞❡ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ str✉❝t✉ré ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣❛r❡♥t❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ♦✉
à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ♣♦✉r
❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡
♦✉ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❋r♦♥t✐èr❡s ■♠♠❡r❣é❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❛t♦✉ts✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à tr❛✐t❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❧♦✐s ❧✐♥é❛✐r❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡
❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣❛r♦✐ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉①✳ ▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦♥t❡r ❡♥ ♦r❞r❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥✬❛ss✉r❡♥t ♣❛s
❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t
♣❛s ❧❛ ♠❛ss❡ ✢✉✐❞❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣é♥étr❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t q✉❡ ❧❡ t②♣❡
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣✉✐ss❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ ré❞✉✐r❡ ❬✼✱ ✹✷❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts q✉❛s✐✲❝♦♥s❡r✈❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❋▼P ❬✸✾✱ ✷❪ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s s❛✉❢ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❧✉s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✜❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♠❛✐s à
✐♠♣♦s❡r ❞❡s ✢✉① à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦r✐❡♥✲
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
t❛t✐♦♥ ♥♦✉s é✈♦q✉❡ ✉♥ ❧✐❡♥ é✈✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r
❈♦❧❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✷❪✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✷✳✸✳✷✳✻ ▼ét❤♦❞❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ❊❧❧❡s tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r
♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆♦❤ s✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
♣♦✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❬✶✵✽❪✳ ❊❧❧❡s
❛ss✉r❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
✢✉✐❞❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ✢✉✐❞❡✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ♣✉✐s ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❛♣♣♦rté❡s à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s à ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s ❞♦♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❙✐
❧✬♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té w s✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦✉♣é❡✱ ❞♦♥t
❧❡ t❛✉① ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✉ t❡♠♣s n∆t ❡st ♥♦té αn ❡t ❧❡ ❜✐❧❛♥ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡st ∆wn,n+1 ✿
(1− αn+1)wn+1 = (1− αn+1)wn +∆wn,n+1, ✭✷✳✹✵✮
♦♥ ✈♦✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢✉✐❞❡ ♣❡t✐t ✭αn+1 ♣r♦❝❤❡
❞❡ ✶✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❧❛♥
∆wn,n+1 ♦✉ ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧ à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ s❛♥s q✉♦✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ s❡r❛ ✐♥st❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✐❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❧❡ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ s✐ c ❞és✐❣♥❡
❧❛ ❝é❧ér✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ∆t ❡t h s♦♥t ❧❡s ♣❛s ❞❡
t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♠♣♦s❡r ✿
∆t ≤ h
c
✭✷✳✹✶✮
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥✲str✉❝t✉ré✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
c∆t ≤ V
P
, ✭✷✳✹✷✮
♦ù V ❡t P ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳ ■❝✐✱
❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ h ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s (1−
α)h✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ✿
∆t ≤ (1− α)h
c
✭✷✳✹✸✮
✷✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✷✺
❋❧✉✐❞❡
❙♦❧✐❞❡
❋❧✉① ❝❛❧❝✉❧é
❋❧✉① ♠♦❞✐✜é
❈❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s
❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ très
❝♦ût❡✉s❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ s❛♥s ❛✈♦✐r à ré❞✉✐r❡
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❛❞♦♣tés ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ s❛♥s ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❈♦❧❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✷✱ ✷✷✱ ✶✵✺❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ét❛t ❞✉ ✢✉✐❞❡ s❛♥s
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ♣✉✐s à é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦✉♣é❡✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❛❧♦rs r❡❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❝♦✉♣é❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ▲❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❜✐❧❛♥
❞✐s❝r❡t s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❬✸✻✱ ✼✵❪✱ ❡t ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t fd✱ fg✱ fh
❡t fb ❧❡s ✢✉① à ❞r♦✐t❡✱ ❣❛✉❝❤❡✱ ❤❛✉t ❡t ❜❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t κ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s
❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❞✉ s♦❧✐❞❡ ✿
∆wn,n+1 = ∆t
(
1− κl
∆x
fl − 1− κr
∆x
fr +
1− κb
∆y
fb − 1− κt
∆y
ft
)
+
∆t
∆x∆y
XF +
∑
F
∆wn,n+1F ✭✷✳✹✹✮
♦ù XF ❞és✐❣♥❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ F ❡t ∆wn,n+1F ❞és✐❣♥❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❜❛❧❛②é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡st
❡①❛❝t✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s✱ ❬✸✻❪
s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❬✼✵❪
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
♣r♦♣♦s❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡
❛✉ s♦❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳
❋❧✉✐❞❡
❙♦❧✐❞❡
▼é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢
❈❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s à
❢❛✐❜❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❈❡❧❧✉❧❡s ❝♦✉♣é❡s
st❛❜❧❡s
❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❙t❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s à ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✜①é
❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ✉♥
s♦❧✐❞❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✢✉✐❞❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ♥✬❛ss✉r❡ ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❝♦✉♣é❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✢✉✐❞❡ s✉✣s❛♥t ❬✺✹❪✳ ❈❡ ❝❛s ❞❡
✜❣✉r❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ s✐ ❞❡✉① ♣❛r♦✐s s♦❧✐❞❡s ♦❝❝✉♣❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✢✉✐❞❡
❡♥ ✈✐s✲à✲✈✐s✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ♣rés❡♥t❡r s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ s♦❧✐❞❡s✳ ❬✶✶✷✱ ✷✷✱
✶✵✺❪ ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛✈❡❝
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭❆❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦✉
❆▼❘✮ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s s♦❧✐❞❡s
s♦✐❡♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✢✉✐❞❡✱ s❛♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣ér✐❧ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❛✣♥é ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬✼✵❪ ♣❡✉t s❡ ❤❡✉rt❡r à ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r♦✐s s♦❧✐❞❡s ❞❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✭❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ✢✉✐❞❡ ❛✉ r❡♣♦s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡✮
✐♠♣♦s❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡s ♣❡✲
t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈❡s ét❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr❛✐t❡r✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
✷✳✹✳ ❙❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✷✼
✷✳✹ ❙❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❡t ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❝♦✉♣❧és ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛✉ ❜♦r❞ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Σ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐s✲
q✉❡✉①✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦♥✲❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t
❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✿
uf = us, σf · nf + σs · ns = 0 s✉r Σ, ✭✷✳✹✺✮
❡t ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t à ❧✬✐♥✲
t❡r❢❛❝❡✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✿
uf · nf + us · ns = 0, σf · nf + σs · ns = 0 s✉r Σ, ✭✷✳✹✻✮
♦ù us ❡t uf ✱ ns ❡t nf ✱ σs ❡t σf ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❡①tér✐❡✉r❡ s♦rt❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡t ❞✉ ✢✉✐❞❡✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✭✷✳✹✺✮ ♦✉
✭✷✳✹✻✮ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦✲
♥♦❧✐t❤✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝❡
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❆▲❊ ❬✻✺❪✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r
❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❬✹✵❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ❬✶✵❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✷✳✹✺✮ ♦✉ ✭✷✳✹✻✮✱ ♠❛✐s
r❡♥❞ ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦✐♥s ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st é❝r✐t ✏❡♥ ❞✉r✑
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ s✐
❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♦✉ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❡①trê♠❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
✢✉✐❞❡ ❡t ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❡t ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❈✬❡st t♦✉t
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉①
s♦❧✈❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✷✳✹✺✮ ♦✉ ✭✷✳✹✻✮ ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♦♥
❞✐t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❞✐t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱
✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s❡r♦♥t
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧és✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s❝❤é♠❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞û à
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡✱ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❝❤é♠❛s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s
❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
✷✳✹✳✶ ❙❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s
▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ s♦♥t ❛✈❛♥❝és à t♦✉r
❞❡ rô❧❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✱
❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❛î♥❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛ss✉ré❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
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❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s
P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ s✉✐✈❛♥t
q✉❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♦✉ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❛✉q✉❡❧ s♦♥t ♣r✐s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♦✉ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ♣❛r ❬✶✶✽❪
♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ér♦é❧❛st✐q✉❡s ✭✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✮✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞é❝❛❧é ✭st❛❣❣❡r❡❞✮ s✐♠♣❧❡✱ à ❧✬✐♥st❛r
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆▲●✵✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ✭❧✐é❡s ❛✉① ❞✐s♣❛r✐tés ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡s✮ ❡t s♦✉s✲❝②❝❧❡r ❧❛
✷✳✹✳ ❙❝❤é♠❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✷✾
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♦✉ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦✉♣❧❡r q✉✬❛✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❤♦✐① q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❆▲●✶ ❡t ❆▲●✸✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss✉ré❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥❞✉✐s❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s [n∆t, (n+1)∆t]✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s s♦❧✐❞❡s
à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
∫ (n+1)∆t
n∆t us · σs · ns ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s
❢♦r❝❡s ✢✉✐❞❡s
∫ (n+1)∆t
n∆t uf · σf · nf ✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ét❛♥t ✐♥tr✐♥sè✲
q✉❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝♦✉♣❧é ♣❡✉t êtr❡ ✐♥st❛❜❧❡
❛❧♦rs q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ❡st st❛❜❧❡✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té
❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❬✶✶✽✱ ✶✶✻✱ ✶✶✼❪ ❞✐s❝✉t❡♥t ❝❡tt❡
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✢♦t✲
t❡♠❡♥t ❡♥ ❛ér♦é❧❛st✐❝✐té✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✸✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳
▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❬✽✻❪✱ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠❛ss❡ ❛❥♦✉té❡ ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞✉ s♦❧✐❞❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥t ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❬✶✽❪ ❛ ♠♦♥tré✱ s✉r ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧✐✜é ✭✢✉✐❞❡ à é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧✱
str✉❝t✉r❡ é❧❛st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥❡✮ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt
❞❡ ❞❡♥s✐té ❡♥tr❡ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡
r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡♥s✐té ρsρf t❡♥❞ ✈❡rs ✵
♦✉ q✉❛♥❞ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡✈✐❡♥t très é❧❛♥❝é❡✱ ❡t ❝❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❡♠♣❧♦②é✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té s❡♠❜❧❡ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♦❜s❡r✈é❡s ❬✹✺❪✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳
❇✉r♠❛♥ ❡t ❋❡r♥❛♥❞❡③ ❬✶✺✱ ✶✻❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆✐ts❝❤❡
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶✱ ✻✸❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆✐ts❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠é❡s s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡♠✐✲
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ❛ss♦❝✐és à ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦✉♣❧és à ❧❡✉r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞❡ ❘♦❜✐♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦✲
❧✐❞❡✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t ❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✲◆❡✉♠❛♥♥ ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥
❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉
✢✉✐❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛✲
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
t✐♦♥s tr❛✐té❡s✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ❙♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈❋▲ ❢❛✐✲
s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ◆✐ts❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❛❧♦rs
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡♥s✐té
✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ ❡t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ❡st
s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ O(∆t 12 )✳ ■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✶ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r✳
✷✳✹✳✷ ❙❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛ss✉r❡r ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧♦rs ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
✜①❡ ♣rès✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✽✻❪✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛✉ t❡♠♣s (n + 1)∆t✳ ❈❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡
❞❡ t②♣❡ ◆❡✇t♦♥ ❬✹✻❪✱ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❬✺✵❪✱ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❬✶✵✶❪✱ ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✬❆✐t❦❡♥ ♦✉ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❯♥ s❝❤é♠❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❝❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
✐tér❛t✐✈❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✢✉✐❞❡ ❡t
s♦❧✐❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss✉ré❡ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❬✽✻✱ ✶✽❪ ♠♦♥tr❡♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠❛ss❡ ❛❥♦✉té❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés r❡♥❞❡♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ❝♦ût❡✉① ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
ré❛❧✐st❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❧❡s
s❝❤é♠❛s s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳
✷✳✹✳✸ ❙❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s
▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♥✬✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés s♦♥t tr❛✐tés ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ■❝✐✱ ❝✬❡st
❧✬❡✛❡t ❞❡ ♠❛ss❡ ❛❥♦✉té❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳
P❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❬✹✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥✲❚❡♠❛♠ ❬✷✵✱ ✶✸✷❪✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♣ré❞✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✉ t❡♠♣s (n + 1)∆t✳ ❈❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❆▲❊
❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s❛♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐tér❛t✐❢ ♣♦rt❡ ❛❧♦rs s✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡t s✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛✈❛♥❝é❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡
s♦✉s ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✢✉✐❞❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❉❛r❝② s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✱ q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡
q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥s
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✉ t❡♠♣s (n+1)∆t ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❬✹✺❪ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♥❡ ❝♦♠♣r♦♠❡t ♣❛s ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ r❡st❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s❛♥s
❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞❡♥s✐té s♦❧✐❞❡✲✢✉✐❞❡✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st
t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛
❧❡❛♣✲❢r♦❣ ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❬✶✻❪✳
❯♥ ❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣❛r ◗✉❛✐♥✐ ❡t ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❬✶✷✶❪ ❡♥
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡
t✐❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❨♦s✐❞❛ ❬✶✷✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ à
❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❈❤♦r✐♥✲❚❡♠❛♠✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❨♦✲
s✐❞❛ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡
❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ▲❯ ✐♥❡①❛❝t❡ ♠❛✐s ❞❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
♠♦✐♥❞r❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ✐♥✈♦q✉é❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❈❤♦r✐♥✲❚❡♠❛♠ ✐♥❞✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❨♦s✐❞❛ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡
s♣❧✐tt✐♥❣ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣r♦♣♦sé ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t
♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✶✷✶❪ s✉❣❣èr❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ♣♦✉r ❬✹✺❪✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✲
str✉❝t✉r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❛ér✐❡♥♥❡ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉
q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡ r✉♣t✉r❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✜❝t✐❢ s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s✳ ▲❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛ss✉r❡r ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❝♦rr❡❝ts ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❛♠❡♥és à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✭t❡❧❧❡
q✉✬❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✻✮ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦rt❡r♦♥t s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳
P♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♦r✐❡♥t♦♥s ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é❡✱ ❝❛r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲s♦❧✐❞❡ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡s✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥
éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐s❝r❡t ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
▲❡s é❝❤❛♥❣❡s ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ét❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥♦✉s
s❡r♦♥s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡
♥✬✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡
❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❘é❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❈❤r✐st✐❛♥ ▼❛r✐♦tt✐a
a ❈❊❆ ❉■❋✱ ❋✲✾✶✷✾✼ ❆r♣❛❥♦♥✱ ❋r❛♥❝❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ❊❙❆■▼ ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✳
✸✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
P❛rt✐❝❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠❡s❤❧❡ss s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡✲
❞✐✉♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚✇♦
♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✿ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s
✭❉❊▼✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✱ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤ P❛rt✐❝❧❡ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✭❙P❍✮ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✳ ■t ✐s t❤✉s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇s✱ ♠♦❞❡❧s✱ s❝❛❧❡s✱✳✳✳✮ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞✳ ❆ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts✳
❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ✜rst ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍♦♦✈❡r✱ ❆r❤✉rst ❛♥❞ ❖❧♥❡ss
❬✻✾❪ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❈✉♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙tr❛❝❦ ❬✷✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s
❛♥❞ r♦❝❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❬✶✷✸✱ ✶✷✵❪✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r ❛ss❡♠❜❧✐❡s ❬✹✹❪ ♦r ✢✉✐❞✲
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✛❡❝ts
❬✼✶❪✱ ❛♥❞ t♦ tr❡❛t ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r
❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛
♥♦♥❝♦❤❡s✐✈❡✱ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡s ❬✶✷✸❪✳ ❋♦r ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ✉s❡
✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❢♦r❝❡s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♥❞s ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦❤❡s✐♦♥ ❬✶✷✵❪✳ ❑✉♥
❛♥❞ ❍❡rr♠❛♥♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❜❡❛♠s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥ ❬✽✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❘❡✐ss♥❡r
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜❡❛♠s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✷✹✱ ✼✶❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
✉s❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✮ ❬✼✶❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞
P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
❛r❡ ♦♥❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❘❡✐ss♥❡r ❜❡❛♠s ❬✽✷❪✳
■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❙P❍ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s s♠♦♦t❤ ❞❡♥✲
s✐t② ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♦r s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡r❡❢♦r❡
✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢✉✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✷✱ ✾✾❪✱ ❙P❍ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s ❬✶✵✼❪ ❛♥❞ t♦
❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ❬✾✻❪✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤
❞♦♠❛✐♥s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❙P❍ ❬✺❪✳ ❆ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✽❪✳ ❙P❍ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡①❛❝t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡♥s✐❧❡ r❡❣✐♠❡✱ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
t❡♥❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❬✶✷✾❪✳ ❍✐❝❦s✱
❙✇❡❣❧❡ ❛♥❞ ❆tt❛✇❛② ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ❬✻✼❪✳
✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸✺
❇♦♥❡t ❛♥❞ ▲♦❦ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
s❤♦✇ t❤❛t r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
♦❢ ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ❬✶✹❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❙P❍✱ ❨s❡r❡♥t❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ▼❛ss ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❛❧s♦ ♣♦ss❡ss ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭s♣✐♥✮✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡s❡r✈❡s ♠♦♠❡♥t✉♠✱
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ ❡♥s✉r✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❬✶✹✸❪✳
❚❤❡ ▼♦✈✐♥❣ P❛rt✐❝❧❡ ❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ✭▼P❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❙P❍ ♠❡✲
t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑♦s❤✐③✉❦❛✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬✽✵❪✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❙P❍ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡✲
t✐③❡❞ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❬✶✷✽❪✳
❚❤❡ ▼P❙ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r ❢r❡❡✲s✉r❢❛❝❡ ✢♦✇s ❬✽✵✱ ✼✾❪✱ ❛♥❞ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✽✶✱ ✶✷✽❪ ❛♥❞ t♦ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❬✽✽❪✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s✱ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❋❛❤r❡♥t❤♦❧❞ ❤❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ❬✼✽❪ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ❡✈❡♥ts
✇✐t❤ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❬✸✹✱ ✸✺❪✳
❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s
❡q✉❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❬✻✵❪✳ ❙✐♠♦✱ ❚❛r♥♦✇ ❛♥❞❲♦♥❣ ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s✱ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❢❛✐❧ t♦
♣r❡s❡r✈❡ ❡①❛❝t❧② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r t✐♠❡ st❡♣s ❬✶✷✺❪✳ ❚❤❡② ❞❡r✐✈❡
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t❧② ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜✉✐❧t ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞
❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣②✮ ♦r
✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ ❧❛r❣❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❬✶✷✺✱ ✺✽✱ ✽✹❪ ❛♥❞ ❢♦r ❧♦✇✲✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♣❛❝t
❬✻✹❪✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥✐t✐❛❧❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛r✐♦tt✐ ❬✶✵✵❪✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛tt✐❝❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❜❡❛♠s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②✲
t✐❝❛❧❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞✱
▼❦❛✸❉✱ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥
❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ❬✶✵✵❪✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❢r❛❝t✉r❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ✉s✉❛❧ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠
✸✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ✐s r❡✜♥❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ▼P❙ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛
s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r ❧♦♥❣✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤✉s st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❤❡❧❧ ♦r ♠✉❧t✐❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❍❛✲
♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❝❤♦s❡♥
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❈♦ss❡r❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✇✐t❤
❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❞✐✉♠ ✉♣ t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❨♦✉♥❣
♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ②✐❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (−1, 0.5)✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❘❆❚❚▲❊ t✐♠❡✲s❝❤❡♠❡ ❬✻✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣②
♦✈❡r ❧♦♥❣✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❡st ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳
✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
✸✳✷✳✶ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣✲
❣❡st❡❞ ❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s✳ ▼♦st ❛✉t❤♦rs ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s
✉s❡ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
❛s t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♠❛✐♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧
✈❛❝✉✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❤❡r❡s ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❤❛✈❡ ❧❡❞ ✉s t♦ ✉s❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❛t✐♦♥s
✐♥st❡❛❞✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✽✷✱ ✷✹❪✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✇❤✐❝❤
❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥② P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν str✐❝t❧② ❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ 0.5✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♠♦st ❣r❛♥✉❧❛r s♣❤❡r❡
♣❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ν✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡
I ✿ XI ❛♥❞ vI ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss
✭vI =
dXI
dt ✮✱ QI ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
r✐❣✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ΩI ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿
j(ΩI) =
dQI
dt
QTI , ✭✸✳✶✮
✸✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✸✼
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ j : R3 → R3×3 ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✿
∀x ∈ R3, ∀y ∈ R3, j(x) · y = x ∧ y
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ I ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts ♠❛ss mI ✱ ✐ts ✈♦❧✉♠❡ VI ❛♥❞
✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ I1I ✱ I
2
I ❛♥❞ I
3
I ✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ ❛tt❛❝❤❡❞
t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ (e1I , e
2
I , e
3
I)✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢
✐♥❡rt✐❛ ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❢r❛♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
RI = QI · R0I · Q−1I ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡ R0I ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ✿
R0I =

 I1I 0 00 I2I 0
0 0 I3I


❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs d1I ✱ d
2
I ❛♥❞ d
3
I ❛s ✿
diI =
I1I + I
2
I + I
3
I
2
− IiI , i = 1, 2, 3
❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐① DI ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ✿
DI =

 d1I 0 00 d2I 0
0 0 d3I


❚❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② VI t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ I✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
PIJ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ SIJ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✿
DIJ = ‖XIXJ‖,
✸✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①t❡r✐♦r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❧✐♥❦ IJ ✿
nIJ =
1
DIJ
XIXJ
❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ sIJ ❛♥❞ tIJ = nIJ∧sIJ ✱
s❡r✈✐♥❣ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
D0IJ ❛♥❞ n
0
IJ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r DIJ ❛♥❞ nIJ ✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r✐❣✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ✿
✕ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✿
∆uIJ = XJ −XI + QJ ·X0JPIJ − QI ·X0IPIJ
✕ ❲❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❢r❡❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭✐✳❡✳ ♥♦t ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡✮✱
t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❛s str❡ss✲❢r❡❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❢r❡❡✲✈♦❧✉♠❡ V lI ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣②r❛♠✐❞❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❜❛s✐s ❛♥❞ X0I ❛s
s✉♠♠✐t✳
✕ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ εvI ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ I ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♥❦s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ I✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ✈♦❧✉♠❡✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛② ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧② ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✱
❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ σ · n = 0✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ ✐t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐①
✸✳✼✳✶✳
εvI =
∑
J∈VI
1
2
SIJ
VI + 3
ν
1−2νV
l
I
∆uIJ · nIJ
✕ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❦ (IJ) ✿
εvIJ =
1
2
(εvI + ε
v
J)
✸✳✷✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E t❤❡ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❜② ν t❤❡ P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥
Ω ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
H(q,p) =
∫
Ω
1
2ρ
p · p+ U(q) ✭✸✳✸✮
✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ p = ρv ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ U(q) ✐s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r
σ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε = 12(∇q+∇q❚) ✿
U(q) =W (ε) =
1
2
∫
Ω
σ(ε) : ε ✭✸✳✹✮
✸✳✷✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✸✾
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❛✉❝❤② ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥
σ(ε) =
E
1 + ν
ε+
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)tr(ε)Id ✭✸✳✺✮
t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ W (ε) ❛♥❞ U(q) ✿
W (ε) =
1
2
∫
Ω
E
1 + ν
ε : ε+
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)tr(ε)
2 ✭✸✳✻✮
U(q) =
1
2
∫
Ω
E
2(1 + ν)
∇q : ∇q+ E
2(1 + ν)(1− 2ν)(❞✐✈ q)
2 ✭✸✳✼✮
❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
Hh✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ q ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (XI ,QI)✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ✿
TI = mIvI ✭✸✳✽✮
PI = j(ΩI) · QI · DI ✭✸✳✾✮
❲❡ ❞❡✜♥❡ ✿
Hh(X,Q,T,P) =
1
2
∑
I
1
mI
TI ·TI + 1
2
∑
I
tr(PI · D−1I · PI❚) + Uh(X,Q) ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ t❡r♠s ✿
Uh(X,Q) = Ut(X,Q) + Ud(X,Q) + Uf (Q)
Ut(X,Q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✻✮ ✿ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦
(IJ) ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ nIJ ε · nIJ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t 1D0
IJ
∆uIJ ✱ ❛♥❞ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿
ε : ε ≈
∑
J∈VI
(ε · nIJ)2 ✭✸✳✶✶✮
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇r✐t❡ ✿
Ut(X,Q) =
1
2
∑
(IJ)
SIJ
E
1 + ν
∆uIJ ·∆uIJ
D0IJ
❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
Ud(X,Q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✸✳✻✮ ✿ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡
str❛✐♥ tr(ε) ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts εvI ❢♦r ❧✐♥❦s
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ I✳ ❆ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❝❡❧❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✿
Ud(X,Q) =
1
2
∑
I
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)(VI + 3
ν
1− 2ν V
l
I )(ε
v
I)
2
❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳
✹✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❚❤❡ ❢♦r♠❡r t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t
s❤❡❧❧s✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♣✉r❡ ✢❡①✐♦♥ t❡r♠ Uf (Q) ✿
Uf (Q) = −
∑
(IJ)
SIJ
D0IJ
(
αn(QJ · n0IJ) · (QI · n0IJ)
+αs(QJ · sIJ) · (QI · sIJ) + αt(QJ · tIJ) · (QI · tIJ))
❚❤✐s t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✢❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts αn✱ αs ❛♥❞ αt
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡①❛❝t ✢❡①✐♦♥ ❛♥❞ t♦rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✼✳✷✳
✸✳✷✳✸ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s
❲❡ ✉s❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✵✮ ✿
X˙I =
∂Hh
∂TI
✭✸✳✶✷✮
Q˙I =
∂Hh
∂PI
✭✸✳✶✸✮
T˙I = −∂Hh
∂XI
✭✸✳✶✹✮
P˙I = −∂Hh
∂QI
+ ΛI · QI ✭✸✳✶✺✮
✇❤❡r❡ ΛI ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t QI
❚ · QI = Id✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✸✮ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✿
X˙I = m
−1
I TI = vI
Q˙I = PI · D−1I = j(ΩI) · QI
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✼✳✸✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ mI v˙I = FIJ ✇❤❡r❡ FIJ ✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ I
♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ J ✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
FIJ =
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ
+ SIJ
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)ε
v
IJ
(
nIJ +
1
DIJ
∆uIJ − 1
DIJ
(∆uIJ · nIJ)nIJ
)
✭✸✳✶✻✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t②
σ =
E
1 + ν
ε+
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)tr(ε)Id ✭✸✳✶✼✮
✸✳✸✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✹✶
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1
D0
IJ
∆uIJ ❛♥❞ ε✱ εvIJ ❛♥❞ tr(ε)✱ ❛♥❞ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t σ · n ✐s ❛ ❢♦r❝❡ ♣❡r s✉r❢❛❝❡ ✉♥✐t ✭❛ ♣r❡ss✉r❡✮✳
❋♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦rq✉❡s ✿
MtIJ =
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
(QI ·X0IPIJ)∧∆uIJ +
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)ε
v
IJSIJ(QI ·X0IPIJ)∧nIJ
✭✸✳✶✽✮
M
f
IJ =
SIJ
D0IJ
(
αn(QI · n0IJ) ∧ (QJ · n0IJ) +αs(QI · sIJ) ∧ (QJ · sIJ)
+αt(QI · tIJ) ∧ (QJ · tIJ)) ✭✸✳✶✾✮
❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t MtIJ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦rq✉❡ ♦❢ ❢♦r❝❡ FIJ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ PIJ ✿
MtIJ = (QI ·X0IPIJ) ∧ FIJ
❛♥❞MfIJ ✐s t❤❡ ✢❡①✐♦♥✲t♦rs✐♦♥ t♦rq✉❡✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✿
d
dt
(RI ·ΩI) =
∑
J∈VI
MIJ ✭✸✳✷✵✮
✇❤❡r❡ ✿
MIJ =M
t
IJ +M
f
IJ
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❡①t❡r✐♦r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡② ❛r❡
t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✸✳✸ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡
✜rst ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❆s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈♦ss❡r❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ❛ ❈❛✉❝❤②
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ h t❡♥❞s t♦ ③❡r♦✳
✸✳✸✳✶ ▼♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡
❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ s❝❤❡♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡ ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t ❢♦r✳ ❚❤❡s❡ ♠♦✲
❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ ♣❤②s✐❝s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❚❛②❧♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❡
♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡✱ ❛s ❛ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳
✹✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ ❡①t❡r✐♦r ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❡①t❡r✐♦r t♦rq✉❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ξI ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ I ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
ξI = XI −X0I
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ξ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❛♥❞
ξJ ❛t ♣♦✐♥t I ✇✐t❤ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ✐❢ J ∈ VI ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ∆x✱ ∆y ❛♥❞ ∆z t❤❡ ❣r✐❞ st❡♣s
✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ h t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ θIx✱ θ
I
y ❛♥❞ θ
I
z
t❤❡ s♠❛❧❧ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ ❛①❡s x✱ y ❛♥❞ z✳
❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✻✮✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❚❛②❧♦r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❢♦r
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✿
ρξ¨x =
E
1 + ν
(
∂2ξx
∂x2
+
∂2ξx
∂y2
+
∂2ξx
∂z2
+
∂θz
∂y
− ∂θy
∂z
)
+
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)
(
∂2ξx
∂x2
+
∂2ξy
∂x∂y
+
∂2ξz
∂x∂z
)
+
E
1 + ν
(
∆x2
12
∂4ξx
∂x4
+
∆y2
12
∂4ξx
∂y4
+
∆z2
12
∂4ξx
∂z4
+
∆y2
6
∂3θz
∂y3
− ∆z
2
6
∂3θy
∂z3
)
+
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)
(
∆x2
3
∂4ξx
∂x4
+
∆x2
6
∂4ξy
∂x3∂y
+
∆x2
6
∂4ξz
∂x3∂z
+
∆y2
6
∂4ξy
∂x∂y3
+
∆z2
6
∂4ξz
∂x∂z3
)
+O(h3) ✭✸✳✷✶✮
❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r ξy ❛♥❞ ξz ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s x✱ y ❛♥❞ z ❝✐r❝✉❧❛r❧②✳
❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✾✮✱ ✭✸✳✷✵✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✿
∆y2 +∆z2
12
ρθ¨x =
E
1 + ν
(
∂ξz
∂y
− ∂ξy
∂z
− 2θx +∆y
2
6
∂3ξz
∂y3
− ∆z
2
6
∂3ξy
∂z3
+
∆y4
120
∂5ξz
∂y5
−∆z
4
120
∂5ξy
∂z5
− ∆y
2
4
∂2θx
∂y2
− ∆z
2
4
∂2θx
∂z2
−∆y
4
48
∂4θx
∂y4
− ∆z
4
48
∂4θx
∂z4
)
+ E
[
∆y2 +∆z2
12(1 + ν)
(
∂2θx
∂x2
+
∆x2
12
∂4θx
∂x4
)
+
∆z2
12
(
∂2θx
∂y2
+
∆y2
12
∂4θx
∂y4
)
+
∆y2
12
(
∂2θx
∂z2
+
∆z2
12
∂4θx
∂z4
)]
+O(h5) ✭✸✳✷✷✮
❚❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ❢♦r θy ❛♥❞ θz ♣❡r♠✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s x✱ y ❛♥❞ z ❝✐r❝✉❧❛r❧②✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ s❡ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡ ξ ❛♥❞ θ✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞✱ ♥♦ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ξ ❛♥❞ θ✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ r♦t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s
✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈♦ss❡r❛t ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✹✸
✸✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❈♦ss❡r❛t ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❤❡♦r✐❡s
■♥ ❛ ❈♦ss❡r❛t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ φ✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ str❛✐♥ t❡♥s♦r ε ❛♥❞ ❛ ♥❡✇
❝✉r✈❛t✉r❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r κ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❬✸✶❪ ✿
ε = ∇u+ j(φ)
κ = ∇φ
❲❡ ❞❡✜♥❡ t ❛♥❞ µ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡ str❡ss t❡♥s♦rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✿
t = λtr(ε)Id+ µε+ µcε
❚ ✭✸✳✷✸✮
µ = αtr(κ)Id+ γκ+ βκ❚ ✭✸✳✷✹✮
✇❤❡r❡ λ✱ µ✱ µc✱ α✱ β ❛♥❞ γ ❛r❡ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ✿
ρu¨ = ❞✐✈ t
Icφ¨ = ❞✐✈ µ+ e : t
✇❤❡r❡ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ Ic ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐①✱ : ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ e ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
(e)ijk =


1 ✐❢ (ijk) ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
−1 ✐❢ (ijk) ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
0 ♦t❤❡r✇✐s❡
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✹✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✿
ρu¨ = (λ+ µc)∇❞✐✈ u+ µ∆u+ (µ− µc)❝✉r❧ φ ✭✸✳✷✺✮
Icφ¨ = (α+ β)∇❞✐✈ φ + γ∆φ− 2(µ− µc)φ + (µ− µc)❝✉r❧ u ✭✸✳✷✻✮
■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ✭✸✳✷✺✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✱ ✇❡ ✜♥❞ ✿
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)
µ =
E
1 + ν
µc = 0
❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❢♦r ❈❛✉❝❤② ♠❡❞✐❛✱ ♦❢ t❤❡ ✜rst ▲❛♠é
❝♦❡✣❝✐❡♥t λCauchy✱ ❛♥❞
µ+µc
2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡❝♦♥❞ ▲❛♠é ❝♦❡✣❝✐❡♥t
µCauchy✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞ ✿
Ic = ρ


∆y2+∆z2
12 0 0
0 ∆x
2+∆z2
12 0
0 0 ∆x
2+∆y2
12


✹✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ h = ∆x = ∆y = ∆z✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡
❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❈♦ss❡r❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ✇✐t❤ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❡r✐❢② α + β = 0 ❛♥❞ γ = E2(1+ν)h
2✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠❡s❤ s✐③❡ ✭∆x 6= ∆y 6= ∆z✮✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
❈♦ss❡r❛t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r
✜♥❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❈♦ss❡r❛t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❈♦ss❡r❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐s t♦ ❡①❤✐❜✐t
❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ lc✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ lc ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿
l2c =
γ
µ+ µc
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✿
lc =
√
2
2
h
lc ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❙✳ ❋♦r❡st✱ ❋✳ Pr❛❞❡❧ ❛♥❞ ❑✳ ❙❛❜ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❬✹✼❪ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ lc ♦❢ t❤❡ ❈♦ss❡r❛t
❝♦♥t✐♥✉✉♠ t❡♥❞s t♦ ✵✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❈❛✉❝❤②
❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛s h t❡♥❞s t♦ ✵✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ξ✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ξ¨✱ r♦t❛t✐♦♥ θ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢
r♦t❛t✐♦♥ θ¨ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✷✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ✜♥✐t❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ✿
θ =
1
2
❝✉r❧ ξ +O(h2) ✭✸✳✷✼✮
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❛✉❝❤② ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ♦r❞❡r ✷✳
❯s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ❛ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠❡❞✐✉♠ ✉♣ t♦ ❡rr♦r t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r O(h2) ✿
ρξ¨ =
E
2(1 + ν)
∆ξ +
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)∇❞✐✈ ξ +O(h
2)
❛♥❞ t❛❦✐♥❣ 12❝✉r❧ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ✉♣
t♦ ❡rr♦r t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r O(h2) ✿
ρθ¨ =
E
2(1 + ν)
∆θ +O(h2) ✭✸✳✷✽✮
❲❡ r❡❝♦✈❡r ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ θ✳ ❆s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮ s❤♦✇s✱ θ ✐s
❛ ❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ ξ✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ♦♥❧② ✜rst✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ξ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ θ ✉s✐♥❣ t❤❡
❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳
✸✳✹✳ Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ❜② t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✹✺
✸✳✹ Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ❜② t❤❡
t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✸✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧t ❤❛s ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛❢t❡r
t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❆s t❤❡ s②st❡♠
✭✸✳✶✷✮✕✭✸✳✶✺✮ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠ ❬✻✵✱ ❙❡❝ ❱■■✳✺❪✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦
✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡ ❬✸❪ ✇✐t❤ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t ✿
T
n+1/2
I = T
n
I −
∆t
2
∂Uh
∂XI
(Xn,Qn) ✭✸✳✷✾✮
P
n+1/2
I = P
n
I −
∆t
2
∂Uh
∂QI
(Xn,Qn) +
∆t
2
ΛnIQ
n
I ✭✸✳✸✵✮
Xn+1I = X
n
I +
∆t
mI
T
n+1/2
I ✭✸✳✸✶✮
Qn+1I = Q
n
I +∆tP
n+1/2
I D
−1
I ✭✸✳✸✷✮
✇❤❡r❡ ΛnI ✐s s✉❝❤ t❤❛t Q
n+1
I
❚ · Qn+1I = Id ✭✸✳✸✸✮
Tn+1I = T
n+1/2
I −
∆t
2
∂Uh
∂XI
(Xn+1,Qn+1) ✭✸✳✸✹✮
Pn+1I = P
n+1/2
I −
∆t
2
∂Uh
∂QI
(Xn+1,Qn+1) +
∆t
2
Λ˜n+1I Q
n+1
I , ✭✸✳✸✺✮
✇❤❡r❡ Λ˜n+1I ✐s s✉❝❤ t❤❛t Q
n+1
I
❚ · Pn+1I · D−1I + D−1I · Pn+1I
❚ · Qn+1I = 0 ✭✸✳✸✻✮
✇❤❡r❡ ΛnI ❛♥❞ Λ˜
n
I ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✻✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✭✸✳✷✾✮✕✭✸✳✸✻✮ ❜② ✿
(Xn+1,Qn+1,Tn+1,Pn+1) = Ψ∆t(X
n,Qn,Tn,Pn)
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❘❆❚❚▲❊✬s s②♠♣❧❡❝t✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✾❪✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r✐♦r ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
❡rr♦r ✐s ♦❢ ♦r❞❡r O(e− κ∆t ) ♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ e κ∆t ✱ ✇✐t❤ κ > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
∆t ❬✻✵❪✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❧♦♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s ✐❢ t❤❡ t✐♠❡
st❡♣ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✷✾✮✕✭✸✳✸✻✮
t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐ts r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❙t❛rt✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t✐♠❡ (n + 1)∆t✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t✐♠❡ n∆t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✿
(Xn,Qn,Tn,Pn) = Ψ−∆t(Xn+1,Qn+1,Tn+1,Pn+1)
✹✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❆s ❛ r❡✈❡rs✐❜❧❡ s❝❤❡♠❡✱ ❘❆❚❚▲❊ ✐s ♦❢ ❡✈❡♥ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ ❛s ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✐t ✐s ❛
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡✳
❘❆❚❚▲❊ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛tr✐① QnI t♦ ❜❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ QnI ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳
✸✳✹✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s
❋♦r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡✱ ❛ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ ∂Uh∂XI (X
n,Qn) ❛♥❞ ∂Uh∂QI (X
n,Qn)✱
❛s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Uh✳
■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ ❞✐r❡❝t❧② Uh ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t ♥♦♥✲
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡r✐♦r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡❝♦✈❡r ∂Uh∂XI (X
n,Qn) ❛♥❞ ∂Uh∂QI (X
n,Qn) ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s
❛♥❞ t♦rq✉❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✼✳✹✱ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✭✸✳✷✾✕✸✳✸✺✮✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ∂Uh∂XI ✇✐t❤ −FnI = −
∑
J∈VI FIJ ❛♥❞
∂Uh
∂QI
✇✐t❤
−12 j(MnI )QnI ✱ ✇❤❡r❡MnI =
∑
J∈VI MIJ ✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛tr✐❝❡s ΛnI ❛♥❞
Λ˜nI ✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❬✻✵✱ ❙❡❝ ❱■■✳✺❪✳ ❲❡ s❡t ✿
YnI = Q
n
I
❚ · PnI
Z
n+1/2
I = Q
n
I
❚ · Pn+1/2I · D−1I
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿
✕ ❲❡ st❛rt t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❦♥♦✇✐♥❣ XnI ✱ Q
n
I ✱ Z
n−1/2
I ❛♥❞ T
n−1/2
I ✭✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱
t❤❡s❡ ❧❛st t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r✮✳
✕ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ✐♥ ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
♣♦s✐t✐♦♥s Xn ❛♥❞ Qn✳
✕ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✿
T
n+1/2
I = T
n−1/2
I +∆tF
n
I
Xn+1I = X
n
I +
∆t
mI
T
n+1/2
I
✕ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✿
✕ ❈♦♠♣✉t❡ AnI = DI · Zn−1/2I − Zn−1/2I
❚ · DI +∆tQnI ❚ · j(MnI ) · QnI
✕ ❋✐♥❞ Zn+1/2I s✉❝❤ t❤❛t ✿{
Id+∆tZ
n+1/2
I ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
Z
n+1/2
I · DI − DI · Zn+1/2I
❚
= AnI
✭✸✳✸✼✮
✸✳✹✳ Pr❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ❜② t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✹✼
✕ ❈♦♠♣✉t❡ Qn+1I = Q
n
I · (Id+∆tZn+1/2I )
❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤♦s❡ st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② st❡♣ t❤❛t r❡✲
q✉✐r❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✭✸✳✸✼✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻✵❪✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✳✸✼✮ ❢♦r Zn+1/2✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
✸✳✹✳✸ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣
◆♦t❡ t❤❛t AnI ✐s ❛ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿
AnI =

 0 −α3 α2α3 0 −α1
−α2 α1 0


❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ ♥♦✇ r❡❛❞s ✿

Z
n+1/2
I · DI − DI · Zn+1/2I
❚
= AnI(
Id+∆tZ
n+1/2
I
)
·
(
Id+∆tZ
n+1/2
I
❚
)
= Id
✭✸✳✸✽✮
❚♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✸✳✸✽✮✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Id + ∆tZn+1/2I ✇✐t❤ t❤❡
q✉❛t❡r♥✐♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿
Id+∆tZ
n+1/2
I = (e
2
0 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3)Id+ 2e0E+ 2E
2
✇✐t❤ ✿
E =

 0 −e3 e2e3 0 −e1
−e2 e1 0


❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s
❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ e20+e
2
1+e
2
2+e
2
3 = 1 ❡♥s✉r❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ ✐s ❤❡♥❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r e0, e1, e2, e3 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿

2(d2 + d3)e0e1 + 2(d2 − d3)e2e3 = ∆tα1
2(d1 + d3)e0e2 + 2(d3 − d1)e1e3 = ∆tα2
2(d1 + d2)e0e3 + 2(d1 − d2)e1e2 = ∆tα3
e20 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 = 1
✭✸✳✸✾✮
❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ α1 = α2 = α3 = 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r (e0, e1, e2, e3) ✿ (1, 0, 0, 0)
✭✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ Zn+
1
2 = Id✮✱ (0, 1, 0, 0) ✭✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ Zn+
1
2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡✲
tr② ❛r♦✉♥❞ ❛①✐s x✮✱ (0, 0, 1, 0) ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ ❛①✐s y✮✱
(0, 0, 0, 1) ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ ❛①✐s z✮✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦♣♣♦s✐t❡s
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❡♣ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t
♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ✿ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ✐s t♦t❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts
✹✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❡rt✐❛ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✭t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛①❡s ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts
♦❢ ✐♥❡rt✐❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛①❡s
x✱ y ❛♥❞ z✳ ❆s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ Id+∆tZn+1/2I ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✏❝❧♦s❡✑ t♦ ✐❞❡♥t✐t②✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐✲
♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❆❚❚▲❊ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ▼♦s❡r✲❱❡s❡❧♦✈
s❝❤❡♠❡✱ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✶❪✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②✳ ■t
✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✼✳✺✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❬✻✵❪ ✿
✕ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ (e00, e
0
1, e
0
2, e
0
3) = (1, 0, 0, 0) ✭✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✐❞❡♥t✐t②✮✳
✕ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✿
ek+11 =
∆tα1 − 2(d2 − d3)ek2ek3
2(d2 + d3)ek0
✭✸✳✹✵✮
ek+12 =
∆tα2 − 2(d3 − d1)ek1ek3
2(d1 + d3)ek0
✭✸✳✹✶✮
ek+13 =
∆tα3 − 2(d1 − d2)ek1ek2
2(d1 + d2)ek0
✭✸✳✹✷✮
ek+10 =
√
1− (ek+11 )2 − (ek+12 )2 − (ek+13 )2 ✭✸✳✹✸✮
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✿
B(
√
2
2
) =
{
(e0, e1, e2, e3) s✉❝❤ t❤❛t e
2
0 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 = 1, e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 <
1
2
}
❲❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
∆t
( |α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
)
≤
√
21− 3
6
≈ 0.26 ✭✸✳✹✹✮
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✹✵✮✕✭✸✳✹✸✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s♣❡❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐♥ B(
√
2
2 )✳
▲❡t ✉s ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Ii ❛♥❞ D s❝❛❧❡ ❛s ρh5✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s PI = j(ΩI)QIDI ✱ Z
n+ 1
2
I
✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ‖ΩI‖✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
αn✱ αs ❛♥❞ αt s❝❛❧❡ ❛s h2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t MnI ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ Eh
3✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
✭✸✳✹✹✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡ ✿
∆t‖ΩI‖+ ∆t
2
h2
E
ρ
≤ C ✭✸✳✹✺✮
✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ♦♥
r♦t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
√
E
ρ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❡❧❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ s❤❡❛r ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳
✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✹✾
✸✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ▲❛♠❜✬s
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❣❛✐♥st ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡
✇❛✈❡s ✐s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s❛t✐s✲
❢❛❝t♦r②✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝②❧✐♥❞❡r s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❛❝❦❧❡ st❛t✐❝ r♦❞ ❛♥❞ s❤❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
♦♥ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ r♦❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧✳
✸✳✺✳✶ ▲❛♠❜✬s ♣r♦❜❧❡♠
❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❛♠❜✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❬✽✸❪✮ ✿ ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐✲
❜❡❞ ❜② ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡s✳ ❖♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢♦r❝❡✱ ✇❤♦s❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❘✐❝❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✇❛✈❡s ✿ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ✇❛✈❡ ♦❢ t②♣❡ P ❛♥❞ ❛ s❤❡❛r ✇❛✈❡ ♦❢ t②♣❡ ❙✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤
✇❛✈❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ P✲❙ ✇❛✈❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ P ❛♥❞ t❤❡ ❙ ✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P ✇❛✈❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❙ ✇❛✈❡ ❛❢t❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ P ❛♥❞ ❙ ✇❛✈❡s ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✿ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s
ρ = 2200 ❦❣✳♠−3✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ν = 0.25✱ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ✐s E =
1.88.1010 P❛✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ P ✇❛✈❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 3202 ♠✳s−1 ❛♥❞
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❙ ✇❛✈❡s ✐s 1849 ♠✳s−1✳
❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ❛ ❘✐❝❦❡r ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② 14.5 ❍③✱ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❛r♦✉♥❞ 40 ❍③✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r P ✇❛✈❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ 80 ♠✱
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❙ ✇❛✈❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 50 ♠✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✑ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 50 ♠✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✳
▲❛♠❜✬s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ✿ ❈❛❣♥✐❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤
t❤✐s ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛✲
r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✸✵✵
♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤ ∆x = ∆y = 5 ♠ ✭✶✵ ♣♦✐♥ts ♣❡r ✇❛✈❡
❧❡♥❣t❤✮✱ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤∆x = ∆y✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡s ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s
✺✵
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ξ x
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✭❛✮ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✲✷❡✲✵✻
✲✶✳✺❡✲✵✻
✲✶❡✲✵✻
✲✺❡✲✵✼
✵
✺❡✲✵✼
✶❡✲✵✻
✶✳✺❡✲✵✻
✷❡✲✵✻
✷✳✺❡✲✵✻
✵ ✵✳✵✺ ✵✳✶ ✵✳✶✺ ✵✳✷ ✵✳✷✺ ✵✳✸ ✵✳✸✺ ✵✳✹ ✵✳✹✺
ξ y
✭♠
✮
t ✭s✮
◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❡rr♦r
✭❜✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✸✵✵ ♠❡t❡rs ❢r♦♠ s♦✉r❝❡✱ ✇✐t❤ ∆x = 5 ♠✱
∆y = 5 ♠ ✭✶✵ ♣♦✐♥ts ♣❡r ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✮
✐s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✺ ♣♦✐♥ts ♣❡r ✇❛✈❡
❧❡♥❣t❤✮✱ ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❝❧❛ss✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✸✵ ♣♦✐♥ts
♣❡r ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤✮✱ ❛♥❞ ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡
❘❛②❧❡✐❣❤ ✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s
✉s s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ✐t ❛s ❛ ❚❛②❧♦r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❤✉s ❧♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r r♦t❛t✐♦♥✳
■❢ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ L∞✲❡rr♦r ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t ✸✵✵ ♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡
s♦✉r❝❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✻✵➦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s❧♦♣❡ ♦❢ ✷ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶
❛s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❝❤❡♠❡✳
✶❡✲✵✽
✶❡✲✵✼
✶✵
L
∞
✲❡
rr
♦r
❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✭♠✮
✷
✶
❊rr♦r
❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▲✐♥❡❛r ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧♦❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣
✸✳✺✳✷ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✐♥❝❤❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❤❛s ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ✶♠✱ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✷♠ ❛♥❞
✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✺✶
❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ✶❝♠✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ t❤❛t ♦❢ st❡❡❧ ✭E = 210000 ▼P❛✱
ν = 0.25✮✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ✺✵ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✱ ✷✵ ❡❧❡♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❖♣♣♦s✐t❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✇♦ s✐❞❡s
♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ♣✐♥❝❤✐♥❣ ✐t✳ ❆t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❧❡❢t ❢r❡❡✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r ✺✵✵✱✵✵✵ t✐♠❡✲st❡♣s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✹✺ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡✲st❡♣s
r❡q✉✐r❡❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❧♦❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛t ❤✐❣❤
✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ✈❡r② t❤✐♥✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ r❡❧❡❛s❡
✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❚♦t❛❧✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
♦✈❡r ✺✵✵✵✵✵ t✐♠❡✲st❡♣s
❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r
❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳
✺✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
✸✳✺✳✸ ❙t❛t✐❝ s❤❡❧❧ t❡st ❝❛s❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ st❛t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▼❦❛✸❉ ✭❛❞❞✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤
❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❤❡❧❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✸✵❪✳
❚❤❡ ✜rst ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥t✐❧❡✈❡r s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥❞
♠♦♠❡♥t M✳ ▲❡t N ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳
❲❡ t❛❦❡ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡ t❤❛t ❛t t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ I✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢♦r❝❡s ✐s ♥✉❧❧✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ FIJ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛❧✇❛②s ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✐s
❛❧s♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♠♦♠❡♥t M✳ ❆s FIJ = 0✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ θN t❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✺✶✮✱
MIJ =M
f
IJ =
EI
2D0IJ
sin θN ✭✸✳✹✻✮
■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❞ ♠♦♠❡♥t Mmax = 2piEIL ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜❡♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
NθN = N arcsin
(
2pi
N
)
✭✸✳✹✼✮
❆s N t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ NθN t❡♥❞s t♦ 2pi ✇✐t❤ s❡✲
❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❛ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ ❛♥ 18◦ ❝✐r❝✉❧❛r
❝✉t♦✉t ❛t ✐ts ♣♦❧❡✱ ❧♦❛❞❡❞ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r❝❡s F ❛t 90◦ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡
s❤❡❧❧ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ✶✻ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❧❛t✐t✉❞❡✱ ✻✹ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♦♥❡
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✸✵❪ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✺✸
❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ■♥✐t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛t F = 400N ❢♦r t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡✲
r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ r❛❞✐❛❧ ❢♦r❝❡s
❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ▲♦❛❞✲❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s❤❡❧❧ ❛t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❆
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❇ ✭r✐❣❤t✮
✺✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❤❡❧❧
♦r ♠✉❧t✐❜♦❞② ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ✇❛②✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s ❛t ♦r❞❡r ✷ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✐s♠✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❯s✐♥❣ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ L2✲st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❧♦♥❣✲
t✐♠❡ st❛❜❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞
✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠❡❞✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧ t✐♠❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛t s♠❛❧❧
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❛r❣❡r t✐♠❡✲st❡♣ ❬✾✹❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✜rst st❡♣
t♦✇❛r❞s ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ✭✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s❝❤❡♠❡✮✱ ❛♥❞ t♦✇❛r❞s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✸✳✼ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
✸✳✼✳✶ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ σ ·n = 0 ❛t ❡✈❡r② ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r σ·n ✐s FIJ ✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② r❡❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
J ∈ VI ✱ ❛♥❞ ❜② ❵❣❤♦st✬ ♣❛rt✐❝❧❡s J ∈ V lI ❛t ❡✈❡r② ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ I ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✿
εvI =
∑
J∈VI
1
2
SIJ
VI
∆uIJ · nIJ +
∑
J∈Vl
I
1
2
SIJ
VI
∆uIJ · nIJ
❋♦r ❛ ❣❤♦st ♣❛rt✐❝❧❡ J ∈ V lI ✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ FIJ · nIJ = 0 ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ✿
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ · nIJ + SIJ Eν
(1 + ν)(1− 2ν)ε
v
I = 0 ✭✸✳✹✽✮
❙✉♠♠✐♥❣ ✭✸✳✹✽✮ ♦✈❡r t❤❡ ❣❤♦st ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡ ✈♦❧✉♠❡ V lI
s❛t✐s✜❡s
V lI =
∑
J∈Vl
I
SIJD
0
IJ
6
✸✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✺✺
✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❣❤♦st ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✿
∑
J∈Vl
I
1
2
SIJ
VI
∆uIJ · nIJ = − 3ν
1− 2ν
V lI
VI +
3ν
1−2νV
l
I
∑
J∈VI
1
2
SIJ
VI
∆uIJ · nIJ
■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ εvI ✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✿
εvI =
∑
J∈VI
1
2
SIJ
VI +
3ν
1−2νV
l
I
∆uIJ · nIJ
✸✳✼✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✢❡①✐♦♥ ❛♥❞ t♦rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐♥❦s
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✿
IsIJ =
∫∫
SIJ
(XPIJ · sIJ)2dX ✭✸✳✹✾✮
ItIJ =
∫∫
SIJ
(XPIJ · tIJ)2dX ✭✸✳✺✵✮
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ✿


αn + αs =
EIsIJ
SIJ
αn + αt =
EItIJ
SIJ
αs + αt =
E(IsIJ + I
t
IJ)
2(1 + ν)SIJ
✭✸✳✺✶✮
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
αn =
(1 + 2ν)E
4(1 + ν)SIJ
(IsIJ + I
t
IJ) ✭✸✳✺✷✮
αs =
E
4(1 + ν)SIJ
((3 + 2ν)IsIJ − (1 + 2ν)ItIJ) ✭✸✳✺✸✮
αt =
E
4(1 + ν)SIJ
((3 + 2ν)ItIJ − (1 + 2ν)IsIJ) ✭✸✳✺✹✮
✺✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
✸✳✼✳✸ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r✲
❣✐❡s
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✿
∂Ut
∂XI
= −
∑
J∈VI
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ
∂Ud
∂XI
= −
∑
J∈VI
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)SIJε
v
IJ
(
nIJ +
1
DIJ
∆uIJ − 1
DIJ
(∆uIJ · nIJ)nIJ
)
∂Ut
∂QI
= −
∑
J∈VI
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ ⊗X0IPIJ
∂Ud
∂QI
= −
∑
J∈VI
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)SIJε
v
IJnIJ ⊗X0IPIJ
∂Uf
∂QI
= −
∑
J∈VI
SIJ
E
D0IJ
(
αn(QJ · n0IJ)⊗ n0IJ + αs(QJ · sIJ)⊗ sIJ
+αt(QJ · tIJ)⊗ tIJ)
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ FIJ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s I ❛♥❞ J ✿
FIJ =
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ
+ SIJ
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)ε
v
IJ
(
nIJ +
1
DIJ
∆uIJ − 1
DIJ
(∆uIJ · nIJ)nIJ
)
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
mI v˙I = T˙I = FIJ
❋♦r t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t ✿
j(RIΩI) = j(ΩI)D− Dj(ΩI) = PI · Q❚ − QI · P❚
❉❡r✐✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
d
dt
(j(RI ·ΩI)) = −
(
∂Hh
∂QI
)
QI
❚ + QI
(
∂Hh
∂QI
)❚
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✿
(a⊗ b) · Q = a⊗ (Q❚ · b)
✇❡ ❣❡t ✿
∂Ut
∂QI
· QI❚ = −
∑
J∈VI
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
∆uIJ ⊗ (QI ·X0IPIJ) ✭✸✳✺✺✮
∂Ud
∂QI
· QI❚ = −
∑
J∈VI
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)SIJε
v
IJnIJ ⊗ (QI ·X0IPIJ) ✭✸✳✺✻✮
✸✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✺✼
∂Uf
∂QI
·QI❚ = −
∑
J∈VI
SIJ
E
D0IJ
(
αn(QJ · n0IJ)⊗ (QI · n0IJ) + αs(QJ · sIJ)⊗ (QI · sIJ)
+αt(QJ · tIJ)⊗ (QI · tIJ)) ✭✸✳✺✼✮
❉❡♥♦t✐♥❣ s②♠♠() ❛♥❞ s❦❡✇() t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rts ♦❢ ❛
♠❛tr✐①✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② a ❛♥❞ b ✿
j(a ∧ b) = −s❦❡✇(a⊗ b)
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡s MtIJ ❛♥❞ M
f
IJ ✿
MtIJ =
SIJ
D0IJ
E
1 + ν
(QI ·X0IPIJ)∧∆uIJ +
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)ε
v
IJSIJ(QI ·X0IPIJ)∧nIJ
M
f
IJ =
SIJ
D0IJ
(
αn(QI · n0IJ) ∧ (QJ · n0IJ) +αs(QI · sIJ) ∧ (QJ · sIJ)
+αt(QI · tIJ) ∧ (QJ · tIJ))
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✿
d
dt
(RI ·ΩI) =
∑
J∈VI
MtIJ +M
f
IJ
✸✳✼✳✹ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤
❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s
❋♦r ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡ ✿
∂Uh
∂XI
(X,Q) = −
∑
J∈VI
FIJ
❋♦r t♦rq✉❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿
∂Uh
∂QI
(X,Q) = P˙I − QIΛI
✇❤❡r❡ ΛI ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥t
QI · QI❚ = Id✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
j

∑
J∈VI
MIJ

 =P˙I · QI❚ + PI · Q˙❚I − Q˙I · PI❚ − QI · P˙❚I
=QI ·
(
∂Uh
∂QI
(X,Q)
)❚
− ∂Uh
∂QI
(X,Q) · QI❚
✺✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❛s t❤❡ ΛI ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① Λ0I s✉❝❤ t❤❛t ✿
∂Uh
∂QI
(X,Q) =

−1
2
j

∑
J∈VI
MIJ

− Λ0I

 · QI
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✿
F
n
I =
∑
J∈VI
FIJ
M
n
I =
∑
J∈VI
MIJ
✇❤❡r❡ ❢♦r❝❡s FIJ ❛♥❞ t♦rq✉❡s MIJ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s Xn ❛♥❞ Qn✳
❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✾✮ t♦ ✭✸✳✸✺✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
T
n+1/2
I = P
n
I +
∆t
2
F
n
I ✭✸✳✺✽✮
P
n+1/2
I = P
n
I +
∆t
4
j(MnI )Q
n
I +
∆t
2
(ΛnI + Λ
n,0
I )Q
n
I ✭✸✳✺✾✮
Xn+1I = X
n
I +
∆t
mI
T
n+1/2
I ✭✸✳✻✵✮
Qn+1I = Q
n
I +∆tP
n+1/2
I D
−1
I ✭✸✳✻✶✮
✇❤❡r❡ ΛnI ✐s s✉❝❤ t❤❛t Q
n+1
I
❚ · Qn+1I = Id ✭✸✳✻✷✮
Tn+1I = T
n+1/2
I +
∆t
2
F
n+1
I ✭✸✳✻✸✮
Pn+1I = P
n+1/2
I +
∆t
4
j(Mn+1I )Q
n+1
I +
∆t
2
(Λ˜n+1I + Λ˜
n+1,0
I )Q
n+1
I , ✭✸✳✻✹✮
✇❤❡r❡ ΛnI ✐s s✉❝❤ t❤❛t Q
n+1
I
❚ · Pn+1I · D−1I + D−1I · Pn+1I
❚ · Qn+1I = 0 ✭✸✳✻✺✮
✸✳✼✳✺ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ t✐♠❡✲s❝❤❡♠❡
■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊
t✐♠❡✲s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣
∆t t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✸✳✹✵✮✕✭✸✳✹✸✮ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ B(0, r) t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ ❝❡♥t❡r 0 ❛♥❞ r❛❞✐✉s r ✿
B(0, r) = {(e1, e2, e3)/e21 + e22 + e23 < r2}
❯s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ✐t st❛❜✐❧✐③❡s
❛ ❜❛❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ B(0,
√
2
2 )✱ ✉♥❞❡r ❛ ❈❋▲✲t②♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ∆t✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t s❛♠❡ ❜❛❧❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥t✳
✸✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✺✾
✸✳✼✳✺✳✶ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ (e0, e1, e2, e3) ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t
e20 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 = 1✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✭✸✳✹✵✮✕✭✸✳✹✸✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡✇ q✉❛❞r✉♣❧❡t
(e∗0, e
∗
1, e
∗
2, e
∗
3) ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿
e∗1 =
∆tα1 − 2(d2 − d3)e2e3
2(d2 + d3)e0
e∗2 =
∆tα2 − 2(d3 − d1)e1e3
2(d1 + d3)e0
e∗3 =
∆tα3 − 2(d1 − d2)e1e2
2(d1 + d2)e0
e∗0 =
√
1− (e∗1)2 − (e∗2)2 − (e∗3)2
❋♦r t❤✐s s❝❤❡♠❡ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ (e∗1, e
∗
2, e
∗
3) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ B(0, 1)✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡
❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ (e1, e2, e3) ❛♥❞ (e∗1, e
∗
2, e
∗
3) ✐♥ B(0, β) ✇❤❡r❡ β ✐s ❧❡ss t❤❛♥
1
2 ✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✿
e21 + e
2
2 + e
2
3 < β
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ✿
(e∗1)
2 + (e∗2)
2 + (e∗3)
2 < β
❆s e20 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 = 1✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ e
2
0 > 1− β✳ ❙✐♥❝❡ ✿
|e2e3| ≤ 1
2
(e22 + e
2
3) <
β
2
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
|e∗1| <
1
2
√
1− β(d2 + d3)
(|∆tα1|+ β|d2 − d3|)
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ I1 = d2 + d3✱ I2 = d1 + d3✱ I3 = d1 + d2 ❛♥❞ ✿
f(β) =
1
4(1− β)
[
∆t2
( |α1|2
I21
+
|α2|2
I22
+
|α3|2
I23
)
+2β∆t
( |d2 − d3||α1|
I21
+
|d3 − d1||α2|
I22
+
|d1 − d2||α3|
I23
)
+β2
( |d2 − d3|2
I21
+
|d3 − d1|2
I22
+
|d1 − d2|2
I23
)]
t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t ✿
(e∗1)
2 + (e∗2)
2 + (e∗3)
2 < f(β)
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❤❡♠❡ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐s f(β) ≤ β✳ ❲❡
❦♥♦✇ t❤❛t ✿ |d2 − d3|
I1
=
|d2 − d3|
d2 + d3
≤ 1
✻✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❛s t❤❡ di ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ ✿
f(β) ≤ 1
4(1− β)
(
∆t2
[ |α1|2
I21
+
|α2|2
I22
+
|α3|2
I23
)
+2β∆t
( |α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
)
+ 3β2
]
❍❡♥❝❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r f(β) ≤ β t♦ ❤♦❧❞ ✐s ✿
∆t2
( |α1|2
I21
+
|α2|2
I22
+
|α3|2
I23
)
+ 2β∆t
( |α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
)
+ 7β2 − 4β < 0 ✭✸✳✻✻✮
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ✿
B =
|α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
C =
|α1|2
I21
+
|α2|2
I22
+
|α3|2
I23
❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✻✻✮ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ∆t ≤ ∆˜t ✇✐t❤ ✿
∆˜t =
−2βB +
√
4β2B2 − 4(7β2 − 4β)C
2C
❆s ✇❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t 0 < β < 12 <
4
7 ✱ 7β
2 − 4β < 0✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t B2 ≤ 3C
❛♥❞ C ≤ B2✱ ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✿
h˜ ≥
2
√
β−β2
3 − β
B
■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✿
▲❡♠♠❛ ✶ ▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ 0 < β < 12 ❛♥❞ ∆t > 0 s✉❝❤ t❤❛t ✿
∆t
( |α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
)
≤ 2
√
β − β2
3
− β ✭✸✳✻✼✮
■❢ (e1, e2, e3) ∈ B(0,
√
β)✱ t❤❡♥ (e∗1, e
∗
2, e
∗
3) ∈ B(0,
√
β)✳
✸✳✼✳✺✳✷ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t (e1, e2, e3) ❛♥❞ (f1, f2, f3) ❛r❡ ✐♥
B(0,√β)✱ ❛♥❞ ❧❡t e0 =
√
1− e21 − e22 − e23 ❛♥❞ f0 =
√
1− f21 − f22 − f23 ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
e∗ ❛♥❞ f∗ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t ‖e∗ − f∗‖ ≤ ρ‖e− f‖✱ ✇✐t❤ 0 < ρ < 1✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✿
e∗1 − f∗1 =
(d2 − d3)
I1e0
[
(f2 − e2)
(
f3 + e3
2
)
+(f3 − e3)
(
f2 + e2
2
)]
+
f0 − e0
e0
f∗1
✸✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✻✶
❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t |d2−d3|I1 < 1✳ ❆s t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✇✐t❤ ❛
❝✐r❝✉❧❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s x✱ y ❛♥❞ z✱ ✇❡ ❧❡t ‖·‖ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✐♥ R3 ♦♥
(e1, e2, e3)✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ ✿
‖e∗ − f∗‖2 ≤ 2
(
f2+e2
2
)2
+
(
f3+e3
2
)2
e20
(f1 − e1)2 + 2
(
f1+e1
2
)2
+
(
f3+e3
2
)2
e20
(f2 − e2)2
+ 2
(
f1+e1
2
)2
+
(
f2+e2
2
)2
e20
(f3 − e3)2 + 4
e20
(f2 − e2)(f3 − e3)
(
f2 + e2
2
)(
f3 + e3
2
)
+
4
e20
(f1−e1)(f3−e3)
(
f1 + e1
2
)(
f3 + e3
2
)
+
4
e20
(f1−e1)(f2−e2)
(
f1 + e1
2
)(
f2 + e2
2
)
+ 2
(f∗1 )
2 + (f∗2 )
2 + (f∗3 )
2
e20
(f0 − e0)2
❙✐♥❝❡ ✿
4
e20
(f2 − e2)(f3 − e3)
(
f2 + e2
2
)(
f3 + e3
2
)
≤ 2
e20
[
(f2 − e2)2
(
f2 + e2
2
)2
+(f3 − e3)2
(
f3 + e3
2
)2]
✇❡ ❤❛✈❡ ✿
‖e∗ − f∗‖2 ≤ 2
e20
(
‖e+ f
2
‖2‖e− f‖2 + ‖f∗‖2(f0 − e0)2
)
❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✿
(f0 − e0)2 ≤
‖ e+f2 ‖2
( e0+f02 )
2
‖e− f‖2
■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✿
‖e∗ − f∗‖2 ≤ 2‖
e+f
2 ‖2
e20

1 + ‖f∗‖2(
e0+f0
2
)2

 ‖e− f‖2
■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ (e1, e2, e3) ∈
B(0,√β) ❛♥❞ (f1, f2, f3) ∈ B(0,
√
β)✱ ❛♥❞ h s✉❝❤ t❤❛t (e∗1, e
∗
2, e
∗
3) ∈ B(0,
√
β) ❛♥❞
(f∗1 , f
∗
2 , f
∗
3 ) ∈ B(0,
√
β)✱ t❤❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ B(0,√β)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿
‖e+ f
2
‖2 < β
❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❛s e20 > 1− β ❡t f20 > 1− β✱ t❤❡♥
(
e0+f0
2
)2
> 1− β✳
✻✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆♥ ❡♥❡r❣②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r
❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s
❚❤❡♥ ✿
2
‖ e+f2 ‖2
e20

1 + ‖f∗‖2(
e0+f0
2
)2

 ≤ 2 β
1− β
(
1 +
β
1− β
)
=
2β
(1− β)2
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❝❤❡♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♠♣♦s❡ ✿
2β
(1− β)2 ≤ 1
❆s 0 < β < 12 ✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ✿
β ≤ 2−
√
3
✸✳✼✳✺✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥st❛♥t β
❖♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✻✼✮ ♦♥ ∆t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✿
β♠❛① =
7−√21
14
≈ 0.17
✸✳✼✳✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t s✉❝❤ t❤❛t ✿
∆t
( |α1|
I1
+
|α2|
I2
+
|α3|
I3
)
≤ 2
√
βmax − β2max
3
− βmax ≈ 0.26
t❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ (1, 0, 0, 0) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ B(0,
√
7−√21
14 )✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝
✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ρ < 1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ρ < 28− 6√21 ≈ 0.5✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡
❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ B(0,
√
2
2 )✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞
❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
❘é❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❱✐r❣✐♥✐❡ ❉❛r✉a,b✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ▼❛r✐♦tt✐c✱ ❙❡r❣❡ P✐♣❡r♥♦d ❡t ❈❤r✐st✐❛♥
❚❡♥❛✉❞a
a ▲■▼❙■ ✲ ❈◆❘❙✱ ✾✶✹✵✸ ❖rs❛②✱ ❋r❛♥❝❡
b ❆rts ❡t ▼ét✐❡rs P❛r✐s ❚❡❝❤✱ ❉②♥❋❧✉✐❞ ▲❛❜✳✱ ✼✺✵✶✸ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡
c ❈❊❆ ❉■❋✱ ❋✲✾✶✷✾✼ ❆r♣❛❥♦♥✱ ❋r❛♥❝❡
d ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❊st✱ ❈❊❘▼■❈❙✱ ✼✼✹✺✺ ▼❛r♥❡✲❧❛✲❱❛❧❧é❡✱ ❋r❛♥❝❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ❏♦✉r✲
♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s s♦✉s ❧❡ t✐tr❡ ✏❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✑✳
✻✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ tr❛♥s✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s ♣r♦✲
❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ♦♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❛❝t✉✲
r✐♥❣ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥ ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ s✉❝❤ s❤♦rt t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❛❧❧❡♥✲
❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r s♦❧✐❞s ❛♥❞ ✢✉✐❞s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦♥♦❧✐t❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✹✵✱ ✶❪✮✱ ♦r ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
❜♦t❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P❋❊▼ ♠❡t❤♦❞ ❬✼✷❪✮✱ ❜✉t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
♠♦st s♦❧✐❞ s♦❧✈❡rs ✉s❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡rs ✉s❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✐❞ s♦❧✈❡r ✇✐t❤
❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r✳
❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✿ t❤❡ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ✭❆▲❊✮ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❤❛t ❡♥❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✷✾✱ ✹✺❪ ❛♥❞
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✸✽❪ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s♦❧✐❞ ✐♠♣❛❝t ♦r ❢r❛❝t✉r❡
♦❝❝✉r✱ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t
r❡q✉✐r❡s r❡♠❡s❤✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦st❧② ❛♥❞ ❡rr♦r ♣r♦♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r r❡♠❡s❤✐♥❣ ✐s ♣♦♦r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧♦❛❞
❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡❛s✐❡r ❢r❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♠❡s❤✱ ♦♥
✇❤✐❝❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ✢✉✐❞ ❝❡❧❧s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s
❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st t❤✐rt② ②❡❛rs✳ ❚❤❡② ❝❛♥ r♦✉❣❤❧②
❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ✿ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆♠♦♥❣ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r②
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❡s❦✐♥ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇s ❬✶✶✸✱ ✶✶✹❪✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡❢♦r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛❞❞s ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ✐♠♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❳✉ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧❡❛❦✐♥❣ ♦❢
✢✉✐❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❬✶✹✷❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡✈❡q✉❡ ❛♥❞ ▲✐ ❬✾✷✱ ✾✸❪✱ t❤❡② ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ■♠♠❡rs❡❞ ■♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❥✉♠♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜✲
♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❧♦ss ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❡♥s✉r❡❞
❡①❛❝t❧②✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❖❧♦✈ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵✱ ✻❪ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ❛
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❜② ❛
❞❛♠♣❡❞ s♣r✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❆s t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❣♦❡s t♦ ③❡r♦✳ ❇♦✐r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸❪ ❛♥❞ P❛❝❝♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛s ❛ ♣♦r♦✉s
✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻✺
♠❡❞✐✉♠✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❇r✐♥❦♠❛♥ ♣♦r♦s✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❆s t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ s♦❧✐❞
❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛s t❤❡ st✐✛♥❡ss ❣r♦✇s ♦r t❤❡ ♣♦r♦s✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❡✈❡r❡ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s ❬✶✸✱ ✶✶✶❪✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱
✇❡ ✉s❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❡tt❡r
s✉✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦st❧② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t
✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✶✵✻✱ ✸✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✈❡r②
✈❡rs❛t✐❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❬✶✵✻✱ ✸✸❪✱ ❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❬✶✸✼✱ ✼✺✱ ✼✻❪✱ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❧❛✇s ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❋❡❞❦✐✇ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷✱ ✹✶❪
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s tr❛❝❦❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡②
❞♦ ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲st❡♣ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ s♦❧✐❞s✳
❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊♠❜❡❞❞❡❞
❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s✱ r❡❧② ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡
❝❡❧❧s ❝✉t ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦
t♦ ◆♦❤✬s ❈❊▲ ❝♦❞❡ ❬✶✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜r✐♥❣s ♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♠❛❧❧
❝✉t✲❝❡❧❧s✱ ✇❤❡r❡ st❛❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ t♦ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t✐♠❡ st❡♣ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤♦s❡ ❝❡❧❧s✱
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✶✶✷✱ ✸✻✱ ✺✹✱ ✼✵❪✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡
✈♦❧✉♠❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✇❤❡t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ t✐♠❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❣✐✈❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♥✈✐s❝✐❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐❝ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥✲
❞❛r✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ s♦❧✐❞s✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ♥❡✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✳ ❖✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
♥♦♥✲❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ✭r✐❣✐❞✮ s♦❧✐❞ ❜♦❞✐❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦❞✐❡s ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢
♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦✳
❚❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ s♦❧✈❡rs t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐✲
❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r✐♥❣ s♦❧✐❞s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✈❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❞❡ ♥❛♠❡❞ ▼❦❛✸❉ ✐♥ t❤❡ ❈❊❆ ❬✶✵✵❪✳
✻✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
■t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♦❧✐❞s✳ ❙♦❧✐❞s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞
✐♥t♦ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ✇❡❧❧✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
✇❛② ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦❤❡s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❦❛✸❉ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❜② ▼❦❛✸❉ ✭❱❡r❧❡t ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss
❛♥❞ ❘❆❚❚▲❊ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② tr❡❛t♠❡♥t✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ s♦❧✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❡①♣❧✐❝✐t ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ♦♥❡✲st❡♣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪
❛♥❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♦✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛ s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❜r✐❡✢② t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞
♠❡t❤♦❞s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ s♦❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
❛♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲✢✉✐❞ s②st❡♠ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✇♦ s♦❧✐❞✲✢✉✐❞ s②st❡♠s ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠
♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♦♥❡
❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✳
✹✳✷ ❙♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✹✳✷✳✶ ❙♦❧✐❞ t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✭r✐❣✐❞ ❜♦❞②✮✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss X✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐① Q✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss V ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠❛tr✐①
P✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ ✐ts ♠❛ss m ❛♥❞ ✐ts ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥❡rt✐❛
R ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✱ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦♠❡♥ts
♦❢ ✐♥❡rt✐❛ I1✱ I2 ❛♥❞ I3 ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
D = ❞✐❛❣(d1, d2, d3)✱ ✇❤❡r❡ ✿
∀i ∈ {1, 2, 3}, di = I1 + I2 + I3
2
− Ii.
❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♠❛tr✐① P ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r
Ω ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ P = Dj(Ω)Q✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ j : R3 → R3×3 ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✿
∀x ∈ R3, ∀y ∈ R3, j(x) · y = x ∧ y.
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② F ❛♥❞ M t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦✲
❧✐❞✱ ❛♥❞ ❜② ∆t t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♦✈❡r
✹✳✷✳ ❙♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✻✼
t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ❢♦r
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡ ❬✻✵❪ ✿
Vn+
1
2 = Vn +
∆t
2m
Fn, ✭✹✳✶✮
Xn+1 = Xn +∆tVn+
1
2 , ✭✹✳✷✮
Pn+
1
2 = Pn +
∆t
4
j(Mn)Qn +
∆t
2
ΛnQn, ✭✹✳✸✮
Qn+1 = Qn +∆tPn+
1
2D−1, ✭✹✳✹✮
✇✐t❤ Λn s✉❝❤ t❤❛t (Qn+1)
❚
Qn+1 = I, ✭✹✳✺✮
Vn+1 = Vn+
1
2 +
∆t
2m
Fn+1, ✭✹✳✻✮
Pn+1 = Pn+
1
2 +
∆t
4
j(Mn+1)Qn+1 +
∆t
2
Λ˜n+1Qn+1, ✭✹✳✼✮
✇✐t❤ Λ˜n+1 s✉❝❤ t❤❛t (Qn+1)
❚
Pn+1D−1 + D−1(Pn+1)❚Qn+1 = 0. ✭✹✳✽✮
❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s Λn ❛♥❞ Λ˜n+1 ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢♦r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s Qn+1 ❛♥❞ Pn+1✳
❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❤❛❧❢ t✐♠❡✲st❡♣ Vn+
1
2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❋♦r ❛ r✐❣✐❞ s♦❧✐❞✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts x ✿
X− x = Q · (X0 − x0) ,
X0 ❛♥❞ x0 ❜❡✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
Ω ∧ (Qx) = PD−1x ❢♦r ❛❧❧ x✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ♣♦✐♥t x ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿
V(x) = V + PD−1 · (X0 − x0)
✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Pn+
1
2 ❛s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
♣♦✐♥t x ❛t ❤❛❧❢ t✐♠❡✲st❡♣ (n+ 12)∆t ✿
Vn+
1
2 (x) = Vn+
1
2 + Pn+
1
2D−1 · (X0 − x0) .
✹✳✷✳✷ ❋❧✉✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛t ✜rst
st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥✈✐s❝✐❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✿
wt +∇ · f(w) = 0,
✻✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✇❤❡r❡ w = (ρ, ρu, ρE)❚ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ f(w) ✐s t❤❡
❊✉❧❡r ✢✉① ✿
f =

 ρuρu⊗ u+ pI
(ρE + p)u

 ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣❡r❢❡❝t ❣❛s ❧❛✇ ✿ p = (γ − 1) (ρE − 12ρu · u)✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❖❙▼P ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♦♥❡✲
st❡♣ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✺✱ ✷✻❪✳ ■t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡
▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
s❡t ❛t ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ✭✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ♦r❞❡r ✶✶✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❖❙▼P✶✶ s❝❤❡♠❡✮✳
■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ▼P ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② Pr❡s❡r✈✐♥❣✮ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛✈♦✐❞✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❛✳ ■♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ✇✐t❤
st❡♣✲s✐③❡ ∆x✱ ❛t ♦r❞❡r p✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿
wn+1j = w
n
j −
∆t
∆x
(fp
j+ 1
2
− fp
j− 1
2
)
✇❤❡r❡ fp
j+ 1
2
✐s t❤❡ pt❤✲♦r❞❡r✲❛❝❝✉r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉① ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
(j+ 12)✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ l ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✢✉① rk ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
λk✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉①❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿
fp
j+ 1
2
= f❘♦❡
j+ 1
2
+
1
2
∑
k
(ψpr)k,j+ 1
2
✭✹✳✾✮
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✱ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✳ f❘♦❡
j+ 1
2
✐s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❘♦❡
✢✉① ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
f❘♦❡
j+ 1
2
=
1
2
(fj + fj+1)− 1
2
∑
k
(δ|f |r)k,j+ 1
2
✭✹✳✶✵✮
✇✐t❤
δ|f |k,j+1/2 = |λ|k,j+1/2δαk,j+1/2
δαk,j+ 1
2
= rk ·
(
wnj+1 − wnj
)
❜❡✐♥❣ t❤❡ k✲t❤ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ψp ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦r❞❡r p✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣❛rts ✿
ψp
k,j+ 1
2
=
m∑
n=1
ψ2n
k,j+ 1
2
+ js
m1∑
n=1
ψ2n+1
k,j+1− js
2
✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ m = ⌊p2⌋✱ m1 = ⌊ (p−1)2 ⌋ ✭⌊ ⌋ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❞✐✈✐s✐♦♥ s②♠❜♦❧✮✱ ❛♥❞ js =
s✐❣♥(λk,j+ 1
2
)✳ ❚❤❡ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ψ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛❡
✭✈❛❧✐❞ ❢♦r n ≥ 1✮ ✿
ψ2n
k,j+ 1
2
=
2n−2∑
l=0
(−1)lCl2n−2 · (c2nδα)k,j+ 1
2
+n−1−l ✭✹✳✶✷✮
✹✳✸✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝✉t ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✻✾
ψ2n+1
k,j+ 1
2
=
2n−1∑
l=0
(−1)lCl2n−1 · (c2n+1δα)k,j+ 1
2
+(n−1−l)·js, ✭✹✳✶✸✮
✇❤❡r❡ Csr =
r!
[(r−s)!s!] ✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cq ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❈❋▲ ♥✉♠❜❡r✱ νk,j+ 1
2
=
δt
δx
λk,j+ 1
2
✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
(c2)k,j+ 1
2
= |λ|k,j+ 1
2
(1− |ν|k,j+ 1
2
)
(cq+1)k,j+ 1
2
=
|ν|k,j+ 1
2
+ (−1)q⌊ (q+1)2 ⌋
q + 1
· (cq)k,j+ 1
2
, q ≥ 2
. ✭✹✳✶✹✮
❆t ♦r❞❡r p✱ t❤❡ st❡♥❝✐❧ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✉s❡s p + 2 ♣♦✐♥ts✳ ❋❧✉① ❧✐♠✐t✐♥❣ ❚❱❉ ♦r ▼P
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ψp t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r②✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧
♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳
◆❡❛r ❝✉t✲❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ st❡♥❝✐❧ ♦❢ ✢✉✐❞ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛✲
r✐❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞ ✿ ❡✐t❤❡r ❧♦✇❡r t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ st❡♥❝✐❧ ✇✐❞t❤✱ ♦r ❝♦♥str✉❝t ✜❝t✐t✐♦✉s ✢✉✐❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s♦✲
❧✐❞✳ ❲❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♠✐rr♦r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ st❡♥❝✐❧ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢❛✐❧s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡s♦rt t♦ ●❤♦st ❋❧✉✐❞✲t②♣❡ ♠❡t❤♦❞s
❛s ✐♥ ❬✹✷❪✳
■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❙tr❛♥❣ s♣❧✐tt✐♥❣
❬✶✷✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ r❡♠❛✐♥s ✈❡r②
❧♦✇ ❬✷✺❪✳ ❚❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✹✳✸ ❚r❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❝✉t ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ r❡❧②
♦♥ t❤❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ✐♥
❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ ❝✉t ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♥❛♠❡❞ ❝✉t ❝❡❧❧s✮✱ ❛s ✐♥ ❬✼✵✱ ✸✻❪✳ ❆t t✐♠❡
t✱ ❢♦r ❛ ❝✉t ❝❡❧❧ C✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ αC ✳ ❲❡ ❛❧s♦
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞
♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ t✐♠❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ 1 − αC ✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✢✉①❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❝♦♥st❛♥t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② κC1C2 t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧s C1 ❛♥❞ C2✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ C2 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✢✉① t✐♠❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ t✐♠❡s t❤❡ ✢✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥ 1 − κC1C2 ✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✢✉①❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡s❡ ✢✉①❡s
❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡
✼✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ②✐❡❧❞ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❛ss
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛
✢✉✐❞ ❝❡❧❧ C ❝✉t ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s l✱ r✱ t ❛♥❞ b
✐♥❞✐❝❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❡❢t✱ r✐❣❤t✱ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
❙♦❧✐❞
❋❧✉✐❞
fl
fr
ft
fb
fF
∆x
∆y
❇♦✉♥❞❛r② F
❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ P❤②s✐❝❛❧ ✢✉①❡s ✐♥ ❛ ❝✉t ❝❡❧❧
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝✉t ❝❡❧❧ ❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[n∆t, (n+ 1)∆t]✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❣❡t ✿
(1− αn+1C )∆wC = ∆t
(
1− κCl
∆x
fCl − 1− κCr
∆x
fCr +
1− κCb
∆y
fCb
−1− κCt
∆y
fCt
)
+
∆t
∆x∆y
XF +
∑
F∈C
∆wnF ✭✹✳✶✺✮
✇❤❡r❡ ∆wC = wn+1C − wnC ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧ ✢✉①❡s ❛r❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞
♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ❆t t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧s✱
♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ❝❛✉s❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡
✢✉✐❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ XF ✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ XF ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ∆wnF r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ wn s✇❡♣t ❜② ❡❛❝❤ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡✮ ❛t t✐♠❡s n∆t ❛♥❞
(n + 1)∆t✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∆wnF ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳
✹✳✹✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✼✶
✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦st❧② ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡✲s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝❛♣t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❢♦r ✐♠♣❛❝t ♣r♦❜❧❡♠s✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦
t♦ ◆♦❤ ❬✶✵✽❪ ✿
✕ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡
❦♥♦✇♥ ❛t t✐♠❡ t
✕ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❡①❡rts ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✿ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧
❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞ t♦ t✐♠❡ t+∆t
✕ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t✐♠❡
t+∆t✳ ❚❤✐s st❡♣ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✉r✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇s ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✮✳
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛t t✐♠❡ n∆t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
♣❛rt✐❝❧❡ (Xn,Qn)✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ (Vn,Ωn)
❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ st❛t❡ wn ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿
❙❖▲■❉ ❋▲❯■❉❈❖❯P▲■◆●
Xn✱ Qn✱ Vn✱ Pn ρn✱ un✱ pn
✭✶✮ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s
f
px✱ py✱ f
✭✷✮ Pr❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞
❜♦✉♥❞❛r②
✭✸✮ ❙♦❧✐❞ st❡♣
✭✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝✲
t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r❡ss✉r❡✮
Xn+1✱ Qn+1✱ Vn+1✱ Pn+1
✭✹✮ ❯♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ αn+1 ❛♥❞ κn+1
✭✺✮ ❋❧✉✐❞ ✉♣❞❛t❡ ✿


ρn+1 = ρn +∆ρ
ρn+1un+1 = ρnun +∆(ρu)
ρn+1En+1 = ρnEn +∆(ρE)
ρn+1✱ un+1✱ pn+1
✼✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
❙t❡♣s ✭✶✮ t♦ ✭✺✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳
✹✳✹✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡ss✉r❡
✭st❡♣s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✮
❙t❡♣ ✭✶✮ ✐s ❛ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆s s❛✐❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖❙▼P✶✶
s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ t❤❡♥ st♦r❡❞ ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡ ✐♥ st❡♣ ✭✺✮✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝✉t✲❝❡❧❧
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ px ❛♥❞ py✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡ss✉r❡s✱ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦
t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ st❡♣ ✭✷✮✱ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ st❡♣ ✭✺✮ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ px ❛♥❞ py ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❛ss✱
♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐t ✐s ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r
t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t str✉❝t✉r❡ ♦❢
♦✉r s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇s s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
♣r❡ss✉r❡s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥✉s✉❛❧
✐♥ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❙tr❛♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷✼❪ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧✲
❧♦✇s ✿
w
(n+1)
j = Lx
(
∆t
2
)
Ly (∆t)Lx
(
∆t
2
)
wnj ,
✇❤❡r❡ Lx(∆t) ❛♥❞ Ly(∆t) ❛r❡ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ❛ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x ❛♥❞ y r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡✱ t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ✿
w
(n+2)
j = Lx (∆t)Ly (∆t)Ly (∆t)Lx (∆t)w
n
j ,
t❤❛t r❡❝♦✈❡rs t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡r② t✇♦ t✐♠❡ st❡♣s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ Lx ❛♥❞
Ly ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉① ✐♥ t❤❡ x ♦r y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✢✉✐❞ w
♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s px ❛♥❞ py ❛r❡ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s ❜② Lx ❛♥❞ Ly✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
t♦ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥ x ❛♥❞ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡ ♦♥❧② t♦ r❡❝♦✈❡r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s✳
❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐✲st❡♣ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s px
❛♥❞ py ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ✐♥ N s✉❝❝❡ss✐✈❡
st❡♣s✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❞❡♥♦t❡❞ w˜i = (ρ˜i, ρ˜ui, ρ˜ei)✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲✐♥❝r❡♠❡♥t ❛t
❡❛❝❤ st❡♣ ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ∆txi ❛♥❞ ∆t
y
i r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡
✹✳✹✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✼✸
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡✲st❡♣s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ∆t =
∑
i∆t
x
i =
∑
i∆t
y
i ✳ ■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
❛ ❢✉❧❧ t✐♠❡✲st❡♣ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✿
w˜0 = w
n ✭✹✳✶✻✮
∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, w˜i+1 = L(∆txi ,∆tyi )w˜i ✭✹✳✶✼✮
wn+1 = w˜N ✭✹✳✶✽✮
✇❤❡r❡ L(∆txi ,∆t
y
i ) ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✿
L(∆txi ,∆t
y
i )w = w −
(
∆txi
fx(w)− fx(w)
∆x
+∆tyi
fy(w)− fy(w)
∆y
)
✭✹✳✶✾✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙tr❛♥❣ s♣❧✐tt✐♥❣✱ N = 3✱ ∆tx0 = ∆t
x
2 =
∆t
2 ✱ ∆t
y
1 = ∆t✱ ❛♥❞
∆tx1 = ∆t
y
0 = ∆t
y
2 = 0✳ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡
st❡♣s ✭N = 3✮✱ ✇✐t❤ ∆tx0 = ∆t
y
0 =
∆t
6 ✱ ∆t
x
1 = ∆t
y
1 =
∆t
6 ❛♥❞ ∆t
x
2 = ∆t
y
2 =
2∆t
3 ✳ ❚❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t♦ ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ px ❛♥❞ py ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡ss✉r❡s p˜i ✿
px =
1
∆t
∑
i
∆txi p˜i, py =
1
∆t
∑
j
∆tyj p˜j ✭✹✳✷✵✮
❚❤❡s❡ ♣r❡ss✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✢✉① ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳
✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ st❡♣ ✭st❡♣ ✭✸✮✮
❙t❡♣ ✭✸✮ ❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r
t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥
✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s✳ ❆s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞❛r② ♣r❡ss✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ px ❛♥❞ py✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✭✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② F t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✢✉✐❞✳ ❋♦r
❡✈❡r② ❢❛❝❡ F ∈ F✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❡❝t♦r XF ✱ ❛♥❞
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② SF ✐ts s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ nF ✐ts ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✭♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞ t♦
t❤❡ ✢✉✐❞✮✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ FF ❡①❡rt❡❞ ♦♥ ❢❛❝❡ F ∈ F ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿
FF · ex = −pxSFnxF ✭✹✳✷✶✮
FF · ey = −pySFnyF ✭✹✳✷✷✮
❚❤❡ t♦t❛❧ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ Fnf ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✿
Fnf =
∑
F∈F
FF ✭✹✳✷✸✮
✼✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✰Xn SF
nF
✰XFF
✰
✰
F ∈ F
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ t♦rq✉❡ Mnf ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ❛t
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦❞② ✿
M
n
f =
∑
F∈F
FF ∧ (Xn −XF )
❚❤❡ s♦❧✐❞ t✐♠❡✲st❡♣ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✮ t♦ ✭✹✳✽✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡✲
r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
t✐♠❡✲st❡♣✱ ❡q✉❛❧ t♦ Fnf ❛♥❞M
n
f ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✮✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t Fnf ✱ M
n
f ✱ V
n+ 1
2 ❛♥❞ Pn+
1
2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳
✹✳✹✳✸ ❯♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✭st❡♣
✭✹✮✮
❙❡✈❡r❛❧ t❛s❦s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ st❡♣ ✭✹✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ C✱ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✐❞ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ αn+1C ❛♥❞ ♥❡✇ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥s κ
n+1
C ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s px ❛♥❞ py ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✇❡♣t
q✉❛♥t✐t✐❡s ∆wnF ✉s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
■♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♣♦❧②❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s F ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ px ❛♥❞ py ♦♥ F ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② F ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡
❝❡❧❧ ❛t t✐♠❡ n∆t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ∆wnF t♦ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❛❧s♦
❡❛s✐❡r ✐❢ F ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛t t✐♠❡ (n+1)∆t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ Φn(F) t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② F ❛t t✐♠❡ n∆t✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ F ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ♣♦❧②❣♦♥ s✉❝❤ t❤❛t Φn(F) ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❡❧❧ Cn ❛t t✐♠❡ n∆t ❛♥❞ Φn+1(F)
✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❡❧❧ Cn+1 ❛t t✐♠❡ (n+1)∆t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ F ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②
❛t ✐ts ❡♥❞s✱ ❜✉t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ F ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡✳
❆t ❡❛❝❤ ♥❡✇ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s s✉❜❞✐✈✐s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢
♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s F ✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ∈ F st♦r❡s ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡
✹✳✹✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✼✺
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✿ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ SF ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r nF ♦❢ Φn(F)✱ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss XF ♦❢ F ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ X0F = Φ0(XF )✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❧s♦ st♦r❡s
t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s px ❛♥❞ py ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② Φn(F)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t✱ V
n+ 1
2
F ✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✿
V
n+ 1
2
F = V
n+ 1
2 + Pn+
1
2D−1 · (X0 −X0F) ✭✹✳✷✹✮
❚❤❡ s✇❡♣t q✉❛♥t✐t✐❡s ∆wnF ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ w
n ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛♥❣❧❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Φn(F) ❛♥❞ Φn+1(F) ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥∑
F
∆wnF =
∑
C
(αn+1C − αnC)wnC ✭✹✳✷✺✮
✐s t❤❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ q✉❛❞r❛♥❣❧❡s ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ s✇❡♣t ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳
Φn(F)
Φn+1(F)
❙♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t = n∆t
❙♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t = (n+ 1)∆t
❉♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ∆wnF
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❯♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆wnF
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ αn+1C ❛♥❞ κ
n+1
C ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ r❡❝✲
t❛♥❣❧❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
t❤❡♦r❡♠ t♦ ❝❡❧❧ C s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✿
κnCl = κ
n
Cr +
∑
F∈C
SF
∆y
nxF ✭✹✳✷✻✮
κnCb = κ
n
Ct +
∑
F∈C
SF
∆x
nyF ✭✹✳✷✼✮
❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✭●❈▲✮ ✐♥ ❆▲❊
♠❡t❤♦❞s ❬✾✵❪✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳
✹✳✹✳✹ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s ✭st❡♣ ✭✺✮✮
❙t❡♣ ✭✺✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡s
wn+1C ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❞✐s❝r❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✺✮✳ ■t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢
✼✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ✏s❡❡s✑ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✢✉✐❞ ✢✉①❡s
✇❡r❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ st❡♣ ✭✶✮ ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ✢✉①❡s ❛✐♠s ❛t ❝♦♥s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
XF =
∑
F∈C
SFfF ,
✇❤❡r❡ fF ✐s t❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉① ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ✭s❡❡ ✜❣✳ ✹✳✶✮✱ t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❛s ✿
fF =
1
SF
(
0,
∫
F
pxn
x
F ,
∫
F
pyn
y
F ,V
n+ 1
2
F ·
∫
F
(
pxn
x
F
pyn
y
F
))T
✭✹✳✷✽✮
❍❡r❡ V
n+ 1
2
F ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✹✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❖❙▼P✶✶ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✐♠❡
✐♥❝r❡♠❡♥t ∆wC ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉❧❧② ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ✿
(1− αn+1C )∆wC = ∆t
(
1− κn+1Cl
∆x
fCl −
1− κn+1Cr
∆x
fCr +
1− κn+1Cb
∆y
fCb
−1− κ
n+1
Ct
∆y
fCt
)
+
∆t
∆x∆y
∑
F∈C
SFfF +
∑
F∈C
∆wnF ✭✹✳✷✾✮
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ wC ✐s t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ✿ wn+1C = w
n
C +∆wC ✳
❆ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❬✸✻❪ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧✲❢❛❝❡ ❛♣❡rt✉r❡s
(1−κC)✳ ❋❛❧❝♦✈✐t③ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ✉s❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❡❧❧✲❢❛❝❡ ❛♣❡rt✉r❡s ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣
✭❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t✮✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛
s♦❧✐❞✲✢✉✐❞ s②st❡♠ ✐s ❡①❛❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡❞✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✼✮ ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ■♥ ❬✸✻❪✱ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❝❡❧❧✲❢❛❝❡ ❛♣❡rt✉r❡s κn+
1
2 ❛♥❞ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡
✢✉✐❞ ❝❡❧❧ S˜n+
1
2 ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❍❡r❡ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ t❛❦❡ κn+1 ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ S˜n+1
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❡❧❧ ❛t t✐♠❡ (n+1)∆t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳ ◆♦t❡
t❤❛t S˜n+1C =
∑
Φn+1(F)∈C S
n
F ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ κn+
1
2 ❛♥❞ S˜n+
1
2 ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣❧❡①
✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
✐t r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ S˜n+
1
2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ κn+1 t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❝✉t✲
❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❞✐❞ ♥♦t ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ κn+
1
2 ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❛❞❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✹✳✺✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✼✼
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ❞✉❡ t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈♦✲
❧✉♠❡s ✿
∆t ≤ (1− αC)♠✐♥(∆x,∆y)‖u‖+ c ,
✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝✉t ❝❡❧❧s ✇✐t❤
t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ♣r❡✈❡♥t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳
✹✳✹✳✺ ❈♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝✉t ❝❡❧❧s
❚✇♦ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
st❛t❡ ✉s✐♥❣ ♥♦♥❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❡❧❧s ❬✶✶✷✱ ✸✵✱ ✶✵✺❪✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
❢✉❧❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ st❛t❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✹✳✷✾✮✳ ❋♦r st❛❜✐❧✐t② r❡❛s♦♥s✱ s♠❛❧❧
❝❡❧❧s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣
❢r♦♠ ●❧✐♠♠✬s ✐❞❡❛ ❬✺✹❪✮✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❬✼✵❪ ❛♥❞ ❬✸✻❪✳
❚❛r❣❡t ❝❡❧❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s t♦ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❬✼✵❪
❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ♠✐①❡s t❤❡ ❝❡❧❧s
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❬✸✻❪ r❛t❤❡r ♠❡r❣❡s ♥❡✇❧② ❡①♣♦s❡❞ ♦r ♥❡✇❧② ❝♦✈❡r❡❞
❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢❛❝❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭✐♠♣❛❝t ♦❢ t✇♦ s♦❧✐❞s✮✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r ✐♥ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
s♠❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛s αC > 0.5✳ ❋♦r ♠✐①✐♥❣ t✇♦ ❝❡❧❧s C ❛♥❞ CT ✱ s♦ t❤❡② ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡
w✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✿
MCCT =
αCT
αC + αCT
(wCT − wC)
MCT C =
αC
αC + αCT
(wC − wCT )
❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t wC +MCCT = wCT +MCT C ✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱
✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡❧❧ CT ❛s t❤❡ ❢✉❧❧②✲✢✉✐❞ ❝❡❧❧ ✭αCT = 0✮ ♥❡❛r❡st t♦ C✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s ❞♦❡s ♥♦t ❝r♦ss ❛ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ r❡❝✉rs✐✈❡ s✉❜r♦✉t✐♥❡
✜♥❞s s✉❝❤ ❛ t❛r❣❡t ❝❡❧❧ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✳
✹✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
❞♦♠❛✐♥✳
✼✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✹✳✺✳✶ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ w ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ Ωn+1f ❛t t✐♠❡ (n+1)∆t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✾✮
❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡ ✿
1
∆x∆y
∫
Ωn+1
f
wn+1 =
∑
C
(1− αn+1C )wnC +
∑
C
(1− αn+1C )∆wnC
=
∑
C
(1− αn+1C )wnC +
∑
F
∆tSF
∆x∆y
fF +
∑
F
∆wnF
❯s✐♥❣ ✭✹✳✷✺✮ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t ✿
1
∆x∆y
∫
Ωn+1
f
wn+1 =
∑
C
(1− αnC)wnC +
∑
F
∆tSF
∆x∆y
fF
=
1
∆x∆y
∫
Ωn
f
wn +
∆t
∆x∆y
∑
F
SFfF ✭✹✳✸✵✮
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ fF ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✹✳✷✽✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s②st❡♠ ✭✹✳✸✵✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s
♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❛rt✳
✹✳✺✳✷ ❙♦❧✐❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡
❙✐♥❝❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞
♠❛ss ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✶✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✸✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② F ∈ F✱
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②∆PF t❤❡ s♦❧✐❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ♦♥
F ✱ ❛♥❞ ∆EF t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s
❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ✿
∆PF = ∆tFF
∆EF = ∆tFF ·
(
1
SF
∫
F
Vn+
1
2 (x)dx
)
= ∆tFF ·Vn+
1
2
F
❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡s FF ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
∆PxF = −∆t
∫
F
pxn
x
F
∆PyF = −∆t
∫
F
pyn
y
F
∆EF = −∆tVn+
1
2
F ·
∫
F
(
pxn
x
F
pyn
y
F
)
✹✳✻✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇s ✼✾
❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❞♦♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ✿ ∫
Ωn+1
f
ρn+1un+1 +
∑
F
∆PF =
∫
Ωn
f
ρnun
∫
Ωn+1
f
ρn+1En+1 +
∑
F
∆EF =
∫
Ωn
f
ρnEn
❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②s✲
t❡♠✳
✹✳✻ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ✢♦✇s ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
s♦❧✐❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛❧❧❡❞
✏❝♦♥s✐st❡♥❝②✑ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝♦r✲
r❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❣✉✐❞❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✢♦✇s ✐s ❛
❜❛s✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✢✉✐❞ st❛t❡ ✿ ρn = ρ0✱ un = u0✱ vn = v0
❛♥❞ pn = p0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✢✉①❡s f ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t fr = fl = (ρ0u0, ρ0u20 +
p0, ρ0u0v0, (ρ0e0 + p0)u0)
T ❛♥❞ ft = fb = (ρ0v0, ρ0u0v0, ρ0v20 + p0, (ρ0e0 + p0)u0)
T ✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r❡ss✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ px = py = p0✳
✹✳✻✳✶ ❙t❡❛❞② ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤❛♣❡❞ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤
♥♦ r♦t❛t✐♦♥✱ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✢✉✐❞ ✢♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ωns t❤❡ s♦❧✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ✿ ∑
F
SFnF =
∮
∂Ωns
ndS = 0
❯s✐♥❣ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
∑
F
FF = −
∑
F
p0SFnF = 0
❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ✿
Vn+1i = V
n+ 1
2
i = V
n
i = (u0, v0)
❚, Xn+1i = X
n
i +∆t(u0, v0)
❚
✽✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
∑
F
MF = −
∑
F
p0SFnF ∧ (Xni −XF ) = p0
∮
∂Ωs
(Xni −X) ∧ ndS = 0
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s✇❡♣t ❜② ❜♦✉♥❞❛r② F ✐s ∆tSF (u0, v0)❚ · nF ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s
❝♦♥st❛♥t✱ ∆wnF ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
∆wnF =
∆tSF
∆x∆y
(u0n
x
F + v0n
y
F )w0
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ tr❛♥s❧❛t❡s ✇✐t❤♦✉t r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r nF t♦ ❛
❜♦✉♥❞❛r② F ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✼✮✱
✇❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t (1 − αC)∆wC = 0✳ ❚❤✉s wn+1 = wn✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ✐s ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧
❝❡❧❧s✳
✹✳✻✳✷ ❋r❡❡ s❧✐♣ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡✱ ✜①❡❞ s♦❧✐❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❛ str❛✐❣❤t ♣❧❛♥❛r ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n
s✉❝❤ t❤❛t ✿
u0 · n = 0 ✭✹✳✸✶✮
❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢r❡❡ s❧✐♣ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❛✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥
t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❝❛s❡✱ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r s❤♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✢♦✇s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ♥♦t s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ❛s
❜❡✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② r♦✉❣❤✳
❆s t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ✜①❡❞✱ αC ❛♥❞ κC r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ∆wnF ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✾✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✻✮✱ ✭✹✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
∆wC ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✿
(1− αC)∆ρC = −∆t
∑
F∈C
SF
∆x∆y
n · u0 = 0
(1− αC)∆(ρu)C = −∆t
∑
F∈C
SF
∆x∆y
((n · u0)u0 + p0nx) +
∑
F∈C
∆tSF
∆x∆y
p0nx = 0
(1− αC)∆(ρv)C = −∆t
∑
F∈C
SF
∆x∆y
((n · u0)v0 + p0ny) +
∑
F∈C
∆tSF
∆x∆y
p0ny = 0
(1− αC)∆(ρE)C = −∆t
∑
F∈C
SF
∆x∆y
(n · u0)(ρ0e0 + p0) = 0
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② st❡♣ ✭✺✮ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ t❤✉s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❡①❛❝t
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s❧✐♣ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②✳
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✽✶
✹✳✼ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r❢❡❝t ❣❛s✱ ✇✐t❤ γ = 1.4✳ ■♥ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❡
❈❋▲ ♥✉♠❜❡r ✇❛s ✜①❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✺✳
✹✳✼✳✶ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts
❆ ♣✐st♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② 2 ❦❣✳♠−3 ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ 0.5 ♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t x = 2 ♠✱
✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ 7♠✲❧♦♥❣ t✉❜❡✱ ✇❤♦s❡ ❡♥❞s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥✲
❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s✐❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❆▲❊ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❣❛s ✐♥✐t✐❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 106 P❛ ❛♥❞ 10 ❦❣✳♠−3 ❢♦r x ≤ 2♠ ❛♥❞ x ≥ 5♠
❛♥❞ t♦ 105 P❛ ❛♥❞ 1 ❦❣✳♠−3 ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t r❡st✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐st♦♥ tr✐❣❣❡rs ✐ts ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ r❡❣✐♦♥s ✭❛ r❛r❡❢❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ❛
s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✮✳ ❲❛✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❡♥ ♦❝❝✉r ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞
♣r❡ss✉r❡ ❛t t✐♠❡ t = 0.003s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ❚❤❡ x − t ❞✐❛❣r❛♠ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ ✭✵✳✵✶ s✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳
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p
x
❋❧✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡
❙♦
❧✐❞
❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ Pr❡ss✉r❡ ❛t t✐♠❡ t = 0.003 s
❆♥ ❆▲❊ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ♠♦✈✐♥❣
❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❱❡r❧❡t s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ✶✵✵✱ ✷✵✵✱ ✹✵✵✱ ✽✵✵✱ ✶✻✵✵✱ ✸✷✵✵✱ ✻✹✵✵ ❛♥❞ ✶✷✽✵✵
♣♦✐♥ts ❣r✐❞s ✇✐t❤ ❛ ✺✶✷✵✵✲♣♦✐♥ts ❆▲❊ ❣r✐❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r✲
❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✶✳✷ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ✭❱❡r❧❡t s❝❤❡♠❡ ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
✽✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
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x
t
❙♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥
❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱
❜✉t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✽✸
❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ x− t ❞✐❛❣r❛♠ ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ✐♥ ❞❡❡♣ ❜❧✉❡✮
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h
❙♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦r
✶
✷
❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ L∞✲❡rr♦r
✽✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
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r
h
❋❧✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ L1 ❡rr♦r
✶
✶✳✷
❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ L1✲❡rr♦r
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✽✺
✹✳✼✳✷ ❉♦✉❜❧❡ ▼❛❝❤ r❡✢❡❝t✐♦♥
❆ ▼❛❝❤ ✶✵ ♣❧❛♥❛r s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ r❡✢❡❝ts ♦♥ ❛ ✜①❡❞ 30◦ ✇❡❞❣❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ▼❛❝❤
❢r♦♥t✱ ❛ r❡✢❡❝t❡❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t❛❝t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❤✐❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥t♦ ❛ ❥❡t
❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✇❛s ✜rst s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞
❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✼✸✱ ✶✹✶✱ ✷✺❪✳
◆♦♥✲❛❧✐❣♥❡❞ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ♦♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ✉s✐♥❣ ❊♠❜❡❞❞❡❞
❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✷✱ ✷✷❪✱ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❬✹✾❪✱
h✲❜♦① ♠❡t❤♦❞s ❬✻✻❪✱ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❬✼✼❪✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❥❡t
✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❣r✐❞✲❛❧✐❣♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛♥
♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✷✱ ✷✷❪✳
❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❞❣❡ ✭❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛s❡✱
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✭♥♦♥✲❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛s❡✱
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥❞ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❬✷✷✱ ✶✶✷✱ ✼✸✱ ✷✺❪✳ ❖♥❡
❝❛♥ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♥♦♥✲❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❥❡t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ s❧✐♣ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✮✳ ■♥
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ▼❛❝❤ st❡♠✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
❛❧✐❣♥❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ♣♦st✲s❤♦❝❦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤
❘♦❡✬s s❝❤❡♠❡ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r♦♥❡ ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✼✹✱ ✽❪✮✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s st❛② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺
①
✵
✵✳✺
✶
②
❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ❆❧✐❣♥❡❞ ❝❛s❡ ✿ ✸✵ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ✶✳✼✸ t♦ ✷✶✱ ∆x = ∆y =
1/220
✽✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺
①
✵
✵✳✺
✶
②
❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ◆♦♥✲❛❧✐❣♥❡❞ ❣r✐❞ ❝❛s❡ ✿ ✸✵ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ✶✳✼✸ t♦ ✷✶✱
∆x = ∆y = 1/220
✹✳✼✳✸ ▲✐❢t✲♦✛ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r
❚❤✐s ♠♦✈✐♥❣ ❜♦❞② t❡st ❝❛s❡ ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♠❡✲
t❤♦❞✳ ❆ r✐❣✐❞ ❝②❧✐♥❞❡r ♦❢ ❞❡♥s✐t② 7.6❦❣✳♠−3 ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r 0.1 ♠✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡st✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇❛❧❧ ♦❢ ❛ 1♠ × 0.2♠ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛✐r ❛t st❛♥✲
❞❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭ρ = 1 ❦❣✳♠−3✱ p = 1 P❛✮✱ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❛♥❞ ❧✐❢t❡❞ ✉♣✇❛r❞s ❜② ❛ ▼❛❝❤
✸ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡✳ ●r❛✈✐t② ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥
❬✹✽✱ ✼✱ ✼✵✱ ✶✷✹❪✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ 1600× 320 ❣r✐❞
❛t t✐♠❡s 0.14 s ❛♥❞ 0.255 s✳ ❚❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✇✐t❤ ✶✷✹✵
❢❛❝❡s✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦s ✇✐t❤ ❆r✐❡♥t✐
❡t ❛❧✳ ❬✼❪ ❛♥❞ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱
s♦♠❡ r❡✢❡❝t❡❞ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧ts s❡❡♠ t♦ ❧❛❣ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✈♦rt❡① ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋♦rr❡r ❛♥❞ ❇❡r❣❡r ❬✹✽❪✳ ❚❤❡② ❞✐s♠✐ss ✐t ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ s♣❧✐tt✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ✈♦rt❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛s ✇❡ r❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❲❡
r❛t❤❡r ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ✈♦rt❡① ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣r❡s❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
■♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❛♥❞ ✹✳✶✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❬✼✵❪✳
▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡
✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ❛s ✐♥ ❬✼✵❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦
❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❆r✐❡♥t✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❬✼✵❪ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✽✼
t✐♠❡✲s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✺✱ ✹✳✶✻ ❛♥❞ ✹✳✶✼
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ✢✉✐❞✲
str✉❝t✉r❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞r✐❢ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞
♦✉t❝♦♠✐♥❣ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ❛t t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t ❝❛s❡✱
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 4.10−6
♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞r✐❢t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦st
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❆s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✽ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ✐s r❡✜♥❡❞✱ ✇✐t❤ ❛
s❧♦♣❡ ♦❢ 0.5✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦st r❡♠❛✐♥s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❝♦sts✱
❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✕✷✵✪ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞s ②✐❡❧❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②✳
✵ ✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✼✺ ✶
①
✵
✵✳✵✺
✵✳✶
✵✳✶✺
✵✳✷
②
t❂✵✳✶✹s
✵ ✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✼✺ ✶
①
✵
✵✳✵✺
✵✳✶
✵✳✶✺
✵✳✷
②
t❂✵✳✷✺✺s
❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ✻✵ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✷✽ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ∆x = ∆y =
6.25× 10−4
✽✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
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②
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❋✐❣✳ ✹✳✶✷ ✕ ✻✵ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✷ ❛t ✜♥❛❧ t✐♠❡✱ ∆x = ∆y =
6.25× 10−4
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✶✴❤
♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts
❍✉ ❡t ❛❧✳
❋✐❣✳ ✹✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪
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②
✶✴❤
♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts
❍✉ ❡t ❛❧✳
❋✐❣✳ ✹✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❍✉ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵❪
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❈♦✉♣❧✐♥❣ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❡rr♦r
❋✐❣✳ ✹✳✶✺ ✕ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✾✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
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t ✭s✮
❈♦✉♣❧✐♥❣ x✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❡rr♦r
❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ✕ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣
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✮
t ✭s✮
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡rr♦r
❋✐❣✳ ✹✳✶✼ ✕ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✾✶
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
✵✳✻
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✶✴❤
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦st
✢✉✐❞ ✰ s♦❧✐❞ ❝♦st
✶
✵✳✺
❋✐❣✳ ✹✳✶✽ ✕ ❘❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞
❝♦sts
✾✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✹✳✼✳✹ ❋❧❛♣♣✐♥❣ ❞♦♦rs
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤✐s ♥❡✇ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛s❡ ❛s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ❞♦♦rs ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♦r ❝❧♦s✐♥❣ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇✐t❤
❝❡❧❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❚✇♦ ❞♦♦rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡ ❛ ❝❛♥❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❧❡❢t ❜② ❛ ▼❛❝❤ ✸ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❝❛♥❛❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ✜①❡❞ r✐❣✐❞ ✇❛❧❧s✱ ✷♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✵✳✺♠
❛♣❛rt✳ ❊❛❝❤ ❞♦♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✵✳✷✲♠ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✵✳✵✺♠✲✇✐❞❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛t
❜♦t❤ ❡♥❞s ❜② ❛ ❤❛❧❢✲❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✵✳✵✺♠✳ ❚❤❡ ❞♦♦rs ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✜①❡❞ ♦♥
♣♦✐♥ts (0.5, 0.025) ❛♥❞ (0.5, 0.475) ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ r♦t❛t❡
❢r❡❡❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ▼❛❝❤ ✸ s❤♦❝❦ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = 0.43♠✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s 0.1 ❦❣✳♠−3 ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲ ❛♥❞ ♣♦st✲s❤♦❝❦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡
(ρ, u, v, p) = (1, 0, 0, 1) ❛♥❞ (ρ, u, v, p) = (3.857, 2.6929, 0, 10.333)✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✇❡
s❤♦✇ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✶✻✵✵①✹✵✵ ❣r✐❞✱ ❛t t✐♠❡s 0.125s✱ 0.25s✱ 0.375s
❛♥❞ 0.5s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s❤♦❝❦ ❤✐ts t❤❡ ❞♦♦rs✱ ✐t r❡✢❡❝ts t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♦rs
♦♣❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ r✐s❡ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞♦♦rs ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❥❡t ♣r❡❝❡✲
❞❡❞ ❜② ❛ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✇❛✈❡s
♦❝❝✉r✱ ❞✉❡ t♦ ❞♦♦r ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛❧❧s✳ ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❂✵✳✺s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t s②♠✲
♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❛❧ ❛①✐s ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧② ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞
❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
❆s t❤❡ ❞♦♦rs r❡♠❛✐♥ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛♥❛❧ ✇❛❧❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✢✉✐❞
❝❛♥♥♦t ♣❛ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ❛ ❞♦♦r ❛t ✐ts ❤✐♥❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞♦♦rs ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡
✇❛❧❧s ❛t ♠❛①✐♠✉♠ r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣✉s❤❡s t❤❡♠
❜❛❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t✐♠❡ t = 0.2162s ❛♥❞ t = 0.486s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✱ ✇❤✐❝❤
♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♦rs r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❞♦♦r✬s str❛✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✵✵✷♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ❝❡❧❧ ✐s ∆x = 0.00125♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♠♦st ❝❡❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛r❡ ❝✉t ❜② t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧
♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚r❡❛t✐♥❣ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
s❡✈❡r❛❧ r❡♠❡s❤✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ❞♦♦r t✐♣s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦♦rs ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ✇❛❧❧s✳
✹✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✾✸
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷
①
✵
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
② ✭❛✮
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷
①
✵
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
② ✭❜✮
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷
①
✵
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
② ✭❝✮
✵ ✵✳✺ ✶ ✶✳✺ ✷
①
✵
✵✳✶
✵✳✷
✵✳✸
✵✳✹
✵✳✺
② ✭❞✮
❋✐❣✳ ✹✳✶✾ ✕ ❉❡♥s✐t② ❝♦♥t♦✉rs ❛t t✐♠❡s t = 0.125s ✭❛✮✱ t = 0.25s ✭❜✮✱ t = 0.375s ✭❝✮
❛♥❞ t = 0.5s ✭❞✮
✾✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
pi/2
✵
✵✳✷
✵✳✹
✵✳✻
✵✳✽
✶
✶✳✷
✶✳✹
✵ ✵✳✵✺ ✵✳✶ ✵✳✶✺ ✵✳✷ ✵✳✷✺ ✵✳✸ ✵✳✸✺ ✵✳✹ ✵✳✹✺ ✵✳✺
θ
✭r
❛❞
✮
t ✭s✮
❘♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡
❋✐❣✳ ✹✳✷✵ ✕ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♦r
✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✺
✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ❋✐♥✐t❡
❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✳ ❚❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❈❋▲ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣
❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❡❧❧ s✐③❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ t✐♠❡✲st❡♣s✳ ❚❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥t st❛t❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✿ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s♦❧✐❞ ♠♦✈❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥tr♦❞✉❝❡s
♥♦ s♣✉r✐♦✉s r♦✉❣❤♥❡ss ♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s s✉❣❣❡st t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✢✉✐❞ st❛t❡ ✐♥ L1 ♥♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛❣r❡❡
✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❜♦❞②✲✜tt❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② r❡s✉❧ts✳ ❲❡
❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠♦✈✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❢♦r ✐♠♣❛❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❞❞s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❛♥❞ s♦❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❧✐❛❜❧❡ t♦
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✱ ❛♥❞ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤r❡❡
s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ tr❛❝❦ t❤❡ s♦❧✐❞
❜♦✉♥❞❛r② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❛ss❡♠❜❧②✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋❧✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤
s✉❜❥❡❝t ✐♥ s✉❝❤ ✈❛r✐❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ❜✐♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬✹✺✱ ✽✺✱ ✶✶✸❪✱ s♣❛❝❡❝r❛❢t ❛♥❞
♣❛r❛❝❤✉t❡s ❬✶✸✶❪✱ ✢✉tt❡r ♦❢ ✇✐♥❣s ❛♥❞ ♣❛♥❡❧s ❬✶✶✽✱ ✶✶✼❪ ❛♥❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ❬✶✷✻✱ ✶✹✵❪✳ ❆ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s♦❧✐❞✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❛♥s✇❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ tr❡❛t t❤✐s ✐ss✉❡ ✿ ❢✉❧❧②
❊✉❧❡r✐❛♥ ❬✹✵✱ ✶❪ ♦r ❢✉❧❧② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❬✼✷❪ ♠❡t❤♦❞s✱ ❆r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥
✭❆▲❊✮ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✺✱ ✽✺✱ ✶✷✻❪ ♦r ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝
❊✉❧❡r✐❛♥ ♦r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞
❜❡❤❛✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥❡❡❞s ❡✣❝✐❡♥t r❡♠❡s❤✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
✐t ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r s♦❧✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛♣t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❛s✐❡r ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ❆▲❊ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✿ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠❡s❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ s✇✐t❝❤ s♠♦♦t❤❧②
❢r♦♠ ❛ ▲❛❣r❛❣✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱
t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ s♦❧✐❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦r r✉♣t✉r❡✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♠❡s❤❡❞ ❬✶✵✷❪✱ ❝❛✉s✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧②
❝♦st❧② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ tr❡❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t r❡♠❡s❤✐♥❣ ✿ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✜①❡❞ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ♦r ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❱❛r✐♦✉s
t②♣❡s ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡✱ t❤❡ ■♠♠❡r✲
s❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹❪ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s✱ ❜✉t
♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❢♦r❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✵✻✱ ✷✽❪✱ ■♠♠❡rs❡❞ ■♥t❡r❢❛❝❡
♠❡t❤♦❞ ❬✾✺❪✱ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✷✹✱ ✹✷✱ ✹✶❪✱ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬✶✸✾❪ ❛♥❞
❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❬✶✶✷✱ ✷✷✱ ✶✵✺✱ ✼✵✱ ✸✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✐♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✐♠♠❡rs❡❞ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❜♦❞②✲✜tt❡❞
♠❡t❤♦❞s ♦♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ t❡st✲❝❛s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❬✾✽❪✳
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❛t ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✶✶✼❪
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❬✹✺✱ ✽✺❪ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ✏❧❡❛❦✐♥❣✑ ♦❢ ✢✉✐❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦❝❦s✳ ▼♦st ■♠♠❡rs❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❡✐t❤❡r ✉s❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ✢✉✐❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ②✐❡❧❞ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✷❪ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❛❝t❧②
❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦❧❡❧❧❛
❡t ❛❧✳ ❬✶✶✷❪ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞✱ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲
♦r❞❡r ✉♣✇✐♥❞ ✢✉①❡s ❬✷✺❪ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❛①✲❲❡♥❞r♦✛ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❉✐s❝r❡t❡
❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❧❛st♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
t❤❡ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❜❡✐♥❣ t✐♠❡✲❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✇❡
r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t t♦♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥
✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛♥❞ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝❛s❡
❤❡r❡✳
❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❛❞❞❡❞✲♠❛ss ❡✛❡❝t✑ ❛s ✜rst ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✽✻❪✳ ❆
st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t st❛❣❣❡r❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ ❛s t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❬✶✽❪ ♦r s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❬✹✺❪
❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ ❬✺✾❪ t❤❛t ❢♦r ✈❡r② ❧✐❣❤t s♦❧✐❞s ✭✇✐t❤ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−2 t❤❛t ♦❢ t❤❡
✢✉✐❞✮✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s♣✉r✐♦✉s ♣r❡ss✉r❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋♦r ♦✉r ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛✐r ♦r ✇❛t❡r s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ♦♥
❛ ❝♦♥❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡✮✱ s✉❝❤ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s s❛❢❡
t♦ ✉s❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
❝❛s❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✺✳✷✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✾✾
s❝❤❡♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ♣r❡❞✐❝t♦r ❛♥❞ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇✐t❤
❣❡♦♠❡tr✐❝ r❛t❡ ✉♥❞❡r ❛ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞
❞❡♥s✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ ✐s ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧❧♦✇s t❤❡
❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
❝❛s❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳
✺✳✷ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✺✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ❛r❡
♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② px ❛♥❞ py t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s FF ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ ♣❧❛♥❛r ❜♦✉♥❞❛r② F ♦❢ s✉r❢❛❝❡ S˜F
❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n˜F ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡ss✉r❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥
❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✢✉✐❞ ✿
FF · ex = −pxS˜F n˜xF ✭✺✳✶✮
FF · ey = −pyS˜F n˜yF ✭✺✳✷✮
❚❤❡ s♦❧✐❞ ✐s t❤❡♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✿ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛
❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡✮ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❡r❧❡t s❝❤❡♠❡ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ ❘❆❚❚▲❊ s❝❤❡♠❡ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐❞
✐♥ ✢✉✐❞ ❝❡❧❧s αn+1C ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✐❞ ♦♥ ❝❡❧❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s κ
n+1 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✢✉①❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞
✉s✐♥❣ αn+1✱ αn✱ κn+1✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s px ❛♥❞ py ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❛ss ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ I ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿
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I,f ) ✭✺✳✸✮
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n+ 1
2
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n+ 1
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n
I +
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4
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ΛnIQ
n
I ✭✺✳✺✮
Qn+1I = Q
n
I +∆tP
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2
I D
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✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
✇✐t❤ ΛnI s✉❝❤ t❤❛t (Q
n+1
I )
❚
Qn+1I = I ✭✺✳✼✮
Vn+1I = V
n+ 1
2
I +
∆t
2mI
(Fn+1I,i + F
n+1
I,f ) ✭✺✳✽✮
Pn+1I = P
n+ 1
2
I +
∆t
4
j(Mn+1I,i )Q
n+1
I +
∆t
4
j(MnI,f )Q
n+1
I +
∆t
2
Λ˜n+1I Q
n+1
I ✭✺✳✾✮
✇✐t❤ Λ˜n+1I s✉❝❤ t❤❛t (Q
n+1
I )
❚
Pn+1I D
−1
I + D
−1
I (P
n+1
I )
❚
Qn+1I = 0, ✭✺✳✶✵✮
✇❤❡r❡ FI,i ❛♥❞ MI,i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I
❛♥❞ FI,f ❛♥❞MI,f ❛r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r✲
❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②
F ❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t✱ V
n+ 1
2
F ✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮ ✿
V
n+ 1
2
F = V
n+ 1
2 +Ωn+
1
2 ∧ (XnF −Xn) ✭✺✳✶✶✮
❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② Ωn+
1
2 ❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
j(Ωn+
1
2 ) =
1
2
Pn+
1
2D−1(Qn + Qn+1)❚. ✭✺✳✶✷✮
❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹ ✭♣❛❣❡ ✶✶✶✮ t❤❛t Ωn+
1
2 ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✺✳✶✷✮✳
❚❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐s❝r❡t❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✇✐t❤♦✉t ✢✉✐❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
t❤❡ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❡♥❡r❣②✳ ▲✐❦❡ ♠❛♥② s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ ✐t ♦♥❧② ♣r❡s❡r✈❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡
❡♥❡r❣② ✭✇❤♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ♦✈❡r
❧♦♥❣✲t✐♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
❛r♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛❦❡
♣❧❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐s q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛r❡ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✬s s✉r❢❛❝❡ S˜F ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r n˜F ✳ ■♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝❛s❡✱
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r S˜F ❛♥❞ n˜F ✇❛s tr✐✈✐❛❧❧② SnF ❛♥❞ n
n
F ✳ ▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t ❛♥②
❝❤♦✐❝❡ ❢♦r S˜F ❛♥❞ n˜F ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❝❤♦✐❝❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❢♦r S˜F ❛♥❞ n˜F ✳
✺✳✷✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✶
+ + +
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s
◆♦❞❡s ai
+
×
×
×
×
×
×
+
×
×
×
×
×
×
+
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
×
× × ×
❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❜♦✉♥❞❛r② ❛t t✐♠❡ n∆t ✭✐♥ r❡❞✮
❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✺✳✷✳✷ ❉❡❢♦r♠❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞
t♦rq✉❡s✳ ■❢ ✇❡ ❦❡❡♣ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥
♦✈❡r❧❛♣ ♦r ❜❡❝♦♠❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❣❛♣s ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♦r str❡t❝❤❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ ♥♦ ✢✉✐❞ s❤♦✉❧❞ ♣❡♥❡tr❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ❝♦❤❡s✐✈❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ss❡♠❜❧②✱ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❤❡r❡ ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥ ✿ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ s❡t ✇✐t❤
✈❡rt✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥ts
❧❛tt✐❝❡ ❛t t✐♠❡ 0✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❡rt❡① ai ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❧❛tt✐❝❡ ✿
✐t s✉♣♣♦rts s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❡t ✉s
❞❡♥♦t❡ Pai t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ t❤❡ ✈❡rt❡① ai ❛♥❞ #Pai t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
×
×
an1
an2
×
×
an+11
an+12
Φn(F)
Φn+1(F)
❙♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t = n∆t
❙♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t = (n+ 1)∆t
❉♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ∆wnF
❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❯♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆wnF
♦❢ s❡t Pai ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡rt❡① ani ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ai ❛t t✐♠❡ n∆t ❛s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt❡① ai ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥
Pai ✿
ani =
1
#Pai
∑
I∈Pai
(XnI + Q
n
I · (ai −X0I)) ✭✺✳✶✸✮
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡ n∆t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
t❤❡ (ani )i s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ (ai)i s✉♣♣♦rt ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥ts
✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✢✉✐❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ani ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r ❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥
❝♦♣❧❛♥❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ tr✐❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✈❡rt❡① ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛t t✐♠❡ n∆t✳
▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦♥❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♣❛r✲
t✐❝❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ani ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ai ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝❛s❡ st✐❧❧
❤♦❧❞✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡
n∆t t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ (n+ 1)∆t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛♥
❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❡❧❛st✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦✈❡ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡
str❡t❝❤❡s ♦r s❤r✐♥❦s✳ ■❢ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❡s a1✱
✺✳✷✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✸
a2 ❛♥❞ a3 ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣r❡ss ♣♦✐♥t x ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡ n∆t ❛s ❛ ❜❛r②❝❡♥t❡r ✿
x = α1a
n
1 + α2a
n
2 + α3a
n
3 ✭✺✳✶✹✮
α1, α2, α3 ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1, ✭✺✳✶✺✮
t❤❡ ♠❛♣ Φn ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡ n∆t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡ (n+ 1)∆t ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿
Φn(x) = α1a
n+1
1 + α2a
n+1
2 + α3a
n+1
3 ✭✺✳✶✻✮
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥ts F
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳
✺✳✷✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t F
❡✈♦❧✈❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ S˜F ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r
n˜F ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✐♥ ❝❡❧❧ C ✿
κn+1Cl = κ
n+1
Cr +
∑
F∈C
S˜F
∆y
n˜xF ✭✺✳✶✼✮
κn+1Cb = κ
n+1
Ct +
∑
F∈C
S˜F
∆x
n˜yF ✭✺✳✶✽✮
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ S˜F ❛♥❞ n˜F ✿ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
♠❡t❤♦❞✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
✺✳✷✳✸✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞
❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡
t❛❦❡ S˜F = SnF ❛♥❞ n˜F = n
n
F ❢♦r ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②
✐♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❡①❛❝t❧②✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥❡❛r ❛
s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❢♦r♠❡❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞
♥♦t ②✐❡❧❞ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲❡ ❝♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ❡①❛❝t❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮ ✉s✐♥❣ κn ✐♥st❡❛❞ ♦❢ κn+1
✐♥ t❤❡ ✢✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝r♦ss❡s ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s✳ ❋♦r ♥❡✇❧② ❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✾✮
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡❛s ✐ts r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐s ♥♦t✱ ✉s✐♥❣ κn ✐♥st❡❛❞ ♦❢ κn+1✳ ❚❤✐s
♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡s♦rt t♦ t❤❛t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
✺✳✷✳✸✳✷ Pr❡❞✐❝t♦r ♠❡t❤♦❞
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t✐♠❡ (n + 1)∆t✳ ❲❡ ❛❧s♦
❢❛✈♦✉r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t✐♠❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛
❝♦st❧② ✐♠♣❧✐❝✐t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t
♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ❢♦r S˜F ❛♥❞ n˜F ✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② vnai ♦❢ ✈❡rt❡① ai ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ai ✿
vnai =
1
#Pai
∑
I∈Pai
(VnI + P
n
ID
−1
I · (ai −X0I)) ✭✺✳✶✾✮
❛♥❞ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ a˜i ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❛t t✐♠❡ (n+ 1)∆t ✿
a˜i = a
n
i +∆tv
n
ai
✭✺✳✷✵✮
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ S˜F ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ n˜F ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ (a˜i)i✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ st✐❧❧ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❡①❛❝t❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮ ❝❛♥
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
t❡r♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✳
✺✳✷✳✸✳✸ ❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐✜❡❞ ❡①❛❝t❧② ❜② t❛❦✐♥❣ S˜F = Sn+1F ❛♥❞
n˜F = nn+1F ✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②
❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✢✉✐❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✇❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❞❡♠❛♥❞✐♥❣ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t✐♠❡ n∆t ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡s px ❛♥❞ py ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ ✜①❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✭✐♥ ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ ✢✉✐❞✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ S˜F ✱
❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ s✉r❢❛❝❡ S˜F ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ n˜F ✳ ❲❡ ✐t❡r❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✿ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s♣❛❝❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ♦♥❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✺✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✶✵✺
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s
❛t ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❛t❡✳
❙❖▲■❉ ❋▲❯■❉❈❖❯P▲■◆●
✭✷✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
❛♥❞ t♦rq✉❡s
Xn✱ Qn✱ Vn✱ Pn
✭✶✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ✢✉①❡s fw
ρn✱ un✱ pn
FnI,i✱M
n
I,i
✭✸✮ FnI,f ✱M
n
I,f
✭✻✮ ❋❧✉✐❞ ✉♣❞❛t❡
fw✱ px✱ py
✭✹✮ ❙♦❧✐❞ ✉♣❞❛t❡
■t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ Sn+1
✭✺✮ ❇♦✉♥❞❛r② ✉♣❞❛t❡✱
αn+1✱ κn+1✱ Sn+1
Xn+1✱ Qn+1✱ Vn+1✱ Pn+1 ρn+1✱ un+1✱ pn+1
❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ st❡♣s ❛r❡ st❡♣s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡s❡ t✇♦ st❡♣s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞
❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ❝❡❧❧ ❧❛②❡r ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛②❡r ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞✮
s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❝❛❧❛❜❧❡✳
✺✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡
✺✳✸✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s
▲❡t (Xn,k,Qn,k) =
(
(Xn,kI ,Q
n,k
I )
)
I
❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s I ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛t t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳✸✳ ▲❡t
(Xn,k+1,Qn,k+1) = f(Xn,k,Qn,k) ❜❡ t❤❡ k + 1✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥✐t✐❛✲
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
❧✐③❡❞ ✇✐t❤ (Xn,0,Qn,0) = (Xn,Qn)✳ f ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
v
n,k+1
I = v
n
I +
∆t
2mI
FnI,i +
∆t
2mI
F
n,k
I,f ✭✺✳✷✶✮
X
n,k+1
I = X
n
I +∆tv
n,k+1
I ✭✺✳✷✷✮
P
n,k+1
I = P
n
I +
∆t
4
j(MnI,i)Q
n
I +
∆t
4
j(Mn,kI,f )Q
n
I +
∆t
2
Λ
n,k
I Q
n
I ✭✺✳✷✸✮
Q
n,k+1
I = Q
n
I +∆tP
n,k+1
I D
−1
I ✭✺✳✷✹✮
✇❤❡r❡ FnI,i ❛♥❞M
n
I,i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I ❛t t✐♠❡ n∆t
❛♥❞ Fn,kI,f ❛♥❞M
n,k
I,f ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡
I ❛t t✐♠❡ n∆t ❛♥❞ ❛t t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
■♥ t❤r❡❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ F ∈ (a1,a2,a3) ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❡s a1✱ a2 ❛♥❞ a3✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ tr✐❛♥❣❧❡
(a1,a2,a3) t♦ ❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✭t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✐❞ t♦ t❤❡ ✢✉✐❞✮ ❛♥❞
♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐t❛r② ♥♦r♠❛❧ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡ (a1,a2,a3) ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② ✿
Sn,ka1a2a3n
n,k
a1a2a3
=
1
2
(an,k2 − an,k1 ) ∧ (an,k3 − an,k1 ) ✭✺✳✷✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① an,ki ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
a
n,k
i =
1
#Pai
∑
I∈Pai
(Xn,kI + Q
n,k
I · (ai −X0I)) ✭✺✳✷✻✮
❆s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t F ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✿ nn,kF =
n
n,k
a1a2a3 ✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φn,k(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✺✳✶✻✮ ✿
Φn,k(x) = α1a
n,k
1 + α2a
n,k
2 + α3a
n,k
3 ✭✺✳✷✼✮
Φn,k(x) ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t F ❛t t❤❡ k✲t❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s Φn(x) ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ (n+ 1)∆t✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡
t❤❛t t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✿
Sn,kF =
SnF
Sna1a2a3
Sn,ka1a2a3 ✭✺✳✷✽✮
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❛t px = py = pz = p✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ Fn,kI,f ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I ✿
F
n,k
I,f =
∑
F∈I
F
n,k
F , F
n,k
F = −pFSn,kF nn,kF ✭✺✳✷✾✮
❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ t♦rq✉❡Mn,kI,f ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ I ✿
M
n,k
I,f =
∑
F∈I
F
n,k
F ∧ (Xn,kF −Xn,kI ) ✭✺✳✸✵✮
✺✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✶✵✼
❲❡ ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡ p t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r tr✐❛♥❣❧❡ (a1,a2,a3) ✿
p =
∑
F∈(a1,a2,a3)
SnF
Sna1a2a3
pF ✭✺✳✸✶✮
❲❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛ ✈❡rt❡① a✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ξn,ka (X,Q) ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ n∆t ❛♥❞ t❤❡ k✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✿
ξn,ka (X,Q) =
1
#Pa
∑
J∈Pa
(
X
n,k
J −XnJ + (Qn,kJ − QnJ) · (a−X0J)
)
✭✺✳✸✷✮
❚❤❡♥ an,k = an + ξn,ka (X,Q)✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✽✮✱
X
n,k+1
I = C
n
I +
∆t2
2mI
∑
(a1,a2,a3)∈I
Fn,ka1a2a3(X,Q) ✭✺✳✸✸✮
✇❤❡r❡ CnI ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ k ✿
CnI = X
n
I +∆tv
n
I +
∆t2
2mI
FnI,i ✭✺✳✸✹✮
Fn,ka1a2a3(X,Q) =
1
2
p
[
(an2 − an1 + ξn,ka2 − ξn,ka1 ) ∧ (an3 − an1 + ξn,ka3 − ξn,ka1 )
]
(X,Q)
✭✺✳✸✺✮
❲❡ ❞❡♥♦t❡ hs t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s
❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠ ✿
‖(X,Q)‖∞ = max
J
‖XJ −YJ‖+ hsmax
J
‖QJ − RJ‖ ✭✺✳✸✻✮
✺✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss
▲❡t (X,Q) ❛♥❞ (Y,R) ❜❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s
hs ≥ max
(a1,a2,a3)
(‖a2 − a1‖, ‖a3 − a1‖, ‖a3 − a2‖), ✭✺✳✸✼✮
✇❡ ❤❛✈❡ ✿
‖Fn,ka1a2a3(X,Q)− Fn,ka1a2a3(Y,R)‖
≤ 2p
(
hs + 2max
i
(‖ξn,kai (X,Q)‖, ‖ξn,kai (Y,R)‖)
)
max
i
‖ξn,kai (X,Q)− ξn,kai (Y,R)‖
✭✺✳✸✽✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ξn,kaj ✭✺✳✸✷✮✱
‖ξn,kai (X,Q)− ξn,kai (Y,R)‖ ≤ ‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞ ✭✺✳✸✾✮
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
❯s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
‖ξn,kai (X,Q)‖ ≤ hs ✭✺✳✹✵✮
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✿
‖Fn,ka1a2a3(X,Q)− Fn,ka1a2a3(Y,R)‖ ≤ 6phs‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞ ✭✺✳✹✶✮
❆s ❛ r❡s✉❧t✱
‖Xn,k+1I −Yn,k+1I ‖ ≤
3hs∆t
2
mI
∑
(a1,a2,a3)∈I
p‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞ ✭✺✳✹✷✮
✺✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡ ♦♥ r♦t❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥✱
Q
n,k+1
I = Γ
n
I +
∆t2
4
∑
F∈I
(j(Mn,kF (X,Q)) + 2Λ
n,k
I )Q
n
ID
−1
I ✭✺✳✹✸✮
✇❤❡r❡ ΓnI ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
ΓnI = Q
n
I +∆tP
n
ID
−1
I +
∆t2
4
j(MnI,i)Q
n
ID
−1
I ✭✺✳✹✹✮
M
n,k
F (X,Q) =
SnF
Sna1a2a3
F
n,k
F (X,Q) ∧ (Xn,kF −Xn,kI ) ✭✺✳✹✺✮
▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t
‖Xn,kF −Yn,kF ‖ ≤ maxi ‖ξ
n,k
ai
(X,Q)− ξn,kai (Y,R)‖ ≤ ‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞
✭✺✳✹✻✮
‖Xn,kF −Xn,kI ‖ ≤ hs ✭✺✳✹✼✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭✺✳✹✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
‖Mn,kF (X,Q)−Mn,kF (Y,R)‖ ≤ 10
SnF
Sna1a2a3
pFh
2
s‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞
✭✺✳✹✽✮
◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r Λn,kI ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t ✿
‖Λn,kI (X,Q)− Λn,kI (Y,R)‖ ≤ C‖Mn,kF (X,Q)−Mn,kF (Y,R)‖ ✭✺✳✹✾✮
■♥ t❤❡ ❡♥❞✱
‖Qn,k+1I −Rn,k+1I ‖ ≤
5(1 + 2C)h2s∆t
2
2
‖D−1I ‖
∑
(a1,a2,a3)∈I
p‖(Xn,k−Yn,k,Qn,k−Rn,k)‖∞
✭✺✳✺✵✮
✺✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✶✵✾
✺✳✸✳✹ ❊♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ r❡♠❛r❦s
❆s ❛ r❡s✉❧t✱
‖(Xn,k+1 −Yn,k+1,Qn,k+1 − Rn,k+1)‖∞
≤
(
3hs
mI
+
5(1 + 2C)h3s
2
‖D−1I ‖
)
∆t2
∑
(a1,a2,a3)∈I
p‖(Xn,k −Yn,k,Qn,k − Rn,k)‖∞
✭✺✳✺✶✮
❲❡ ♥♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts σs t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥s❝r✐❜❡❞ s♣❤❡r❡ s✉❝❤ t❤❛t
σs = min
J
sup
x,R
{R > 0 s✳t✳ B(x, R) ⊂ J} ✭✺✳✺✷✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s σs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ρs ❛s
t❤❡ s♦❧✐❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
mI ≥ 4pi
3
ρsσ
3
s , ‖DI‖ ≥
4pi
15
ρsσ
5
s ✭✺✳✺✸✮
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ hsσs ✱ ✇❡ ♥♦t❡ K(
hs
σs
) ❛s ✿
K
(
hs
σs
)
=
9
4pi
hs
σs
+
75(1 + 2C)
8pi
(
hs
σs
)3
✭✺✳✺✹✮
❚❤❡♥ ❢♦r ∆t s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❈❋▲ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
K
(
hs
σs
)
∆t2
σ2s
∑
(a1,a2,a3)∈I
p
ρs
< 1, ✭✺✳✺✺✮
t❤❡ ♠❛♣ f ✐s ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ‖(X,Q)‖∞✳
▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✺✺✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t✐♠❡✲st❡♣ ∆t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✐❞
s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣ σs✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ r❛t✐♦
p
ρs
✿ ✐❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✱ pρs ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✢✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② c2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✾❪ ✿ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥❞✉❝❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❆s ♦✉r ❜♦✉♥❞s ♦♥ K ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r② ♣❡ss✐♠✐st✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥
t❤❡♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✺✺✮ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❈❋▲
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤✐s ♦♥ ♥✉♠❡r♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✼ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✿
max
I
(‖Xn,k+1I −Xn,kI ‖, ‖vn,k+1I − vn,kI ‖, ‖Qn,k+1I − Qn,kI ‖, ‖Pn,k+1I − Pn,kI ‖) ≤ ε
✭✺✳✺✻✮
✇❤❡r❡ ε = 10−12✳
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
✺✳✹ ❊①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
s♦❧✐❞
▲❡t I ❜❡ ❛ s♦❧✐❞ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t I
❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ◆♦ ✐♥t❡r✐♦r ❢♦r❝❡s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❉❡♥♦t❡ Ens t❤❡ s♦❧✐❞
❡♥❡r❣② ❛t t✐♠❡ n∆t ✿
Ens =
1
2
m‖Vn‖2 + 1
2
tr
(
PnD−1(Pn)❚
)
✭✺✳✺✼✮
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✿
▲❡♠♠❛ ✷ ▲❡t A ❛♥❞ S ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✳
❚❤❡♥ tr(AS) = 0✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ En+1s ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✸✮✕
✭✺✳✶✵✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
En+1s =
1
2
m‖Vn‖2 +∆tFnf ·Vn+
1
2 +
1
2
tr
(
Pn+
1
2D−1(Pn+
1
2 )
❚
)
+
∆t
4
tr
(
j(Mnf )Q
n+1D−1(Pn+
1
2 )
❚
)
+
∆t
2
tr
(
Pn+1D−1(Qn+1)❚Λ˜n+1
)
−∆t
2
8
tr
(
Λ˜n+1Qn+1D−1(Qn+1)❚Λ˜n+1
)
−∆t
2
32
tr
(
j(Mnf )Q
n+1D−1(Qn+1)❚j(Mnf )
)
✭✺✳✺✽✮
❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ Λ˜n+1✱ t❤❡ ✜❢t❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲
s✐❞❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ Pn+
1
2 ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
En+1s =
1
2
m‖Vn‖2 +∆tFnf ·Vn+
1
2 +
1
2
tr
(
PnD−1(Pn)❚
)
+
∆t
2
tr
(
j(Mnf )Q
n+1D−1(Pn+
1
2 )
❚
)
+
∆t
2
tr
(
PnD−1(Qn)❚Λn
)
+
∆t2
8
tr
(
ΛnQnD−1(Qn)❚Λn
)
− ∆t
2
8
tr
(
Λ˜n+1Qn+1D−1(Qn+1)❚Λ˜n+1
)
✭✺✳✺✾✮
❆❣❛✐♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✭✺✳✶✵✮ ❛t t✐♠❡ n∆t ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ Λn ✱ t❤❡ ✜❢t❤
t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✿
▲❡♠♠❛ ✸
∆t2
8
tr
(
ΛnQnD−1(Qn)❚Λn
)
− ∆t
2
8
tr
(
Λ˜n+1Qn+1D−1(Qn+1)❚Λ˜n+1
)
=
1
2∆t
tr
(
j(Ωn+1 −Ωn)Qn+1DQn❚
)
✭✺✳✻✵✮
✺✳✹✳ ❊①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✶✶✶
Pr♦♦❢ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✻✮✱ ✭✺✳✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❡rs ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Λn ❛♥❞ Λ˜n+1 ✿
Λn =
2
∆t2
(Qn+1 − Qn)DQn❚ − 2
∆t
PnQn❚ ✭✺✳✻✶✮
Λ˜n+1 = − 2
∆t2
(Qn+1 − Qn)DQn+1❚ + 2
∆t
Pn+1Qn+1
❚
✭✺✳✻✷✮
■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ Pn
❛♥❞ Pn+1✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿
∆t2
8
tr
(
ΛnQnD−1(Qn)❚Λn
)
− ∆t
2
8
tr
(
Λ˜n+1Qn+1D−1(Qn+1)❚Λ˜n+1
)
=
1
2∆t
tr
(
(Qn+1 − Qn)(Pn+1 − Pn)❚
)
✭✺✳✻✸✮
❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② Ωn
✐♥ t❡r♠s ♦❢ Pn ✿
j(Ωn) = PnD−1Qn❚ ✭✺✳✻✹✮

▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐♠♣❧② ✿
∆t
2
tr
(
j(Mnf )Q
n+1D−1(Pn+
1
2 )
❚
)
=
∆t
4
tr
(
j(Mnf )(Q
n + Qn+1)D−1(Pn+
1
2 )
❚
)
✭✺✳✻✺✮
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✿
▲❡♠♠❛ ✹ Pn+
1
2D−1(Qn + Qn+1)❚ ✐s ❛ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✲
✜♥❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r Ωn+
1
2 ❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t ❜② ✿
j(Ωn+
1
2 ) =
1
2
Pn+
1
2D−1(Qn + Qn+1)❚. ✭✺✳✻✻✮
Pr♦♦❢ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ✿
Pn+
1
2D−1 =
1
∆t
(Qn+1 − Qn) ✭✺✳✻✼✮
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✿
Pn+
1
2D−1(Qn + Qn+1)❚ =
1
∆t
(Qn+1 − Qn)(Qn + Qn+1)❚ ✭✺✳✻✽✮
=
1
∆t
(Qn+1(Qn)❚ − Qn(Qn+1)❚) ✭✺✳✻✾✮
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳ 
■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ✿
tr
(
j(Mnf )j(Ω
n+ 1
2 )
)
= −2Mnf ·Ωn+
1
2 ✭✺✳✼✵✮
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✐❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦rq✉❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛t t✐♠❡ (n+ 12)∆t ✿
En+1s = Ens +∆tFnf ·Vn+
1
2 +∆tMnf ·Ωn+
1
2 +
1
2∆t
tr
(
j(Ωn+1 −Ωn)Qn+1DQn❚
)
✭✺✳✼✶✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦❢ ♠❛tr✐① D✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ✢✉✐❞ ❢♦r❝❡s
❛♥❞ t♦rq✉❡s ❡①❛❝t❧② ❝❛♥❝❡❧ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t ❛♥②♠♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡✲
♣❛♥❝② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✿ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Qn+1DQn❚ ✐s ❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ j(Ωn+1 −Ωn) ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ∆t✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❤❛✈❡ ❛ q✉❛s✐✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳
✺✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
✺✳✺✳✶ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧❧② ✈✐❜r❛t✐♥❣ r♦❞
❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ♣r❡✲
❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆ 2
♠❡t❡r ❧♦♥❣ ❛♥❞ 1 ♠❡t❡r ❧❛r❣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r♦❞ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❣❛s ❛t ❝♦♥st❛♥t st❛t❡
(ρ,u, p) = (1.4 ❦❣.♠−3,0 ♠.s−1, 1 P❛)✳ ❚❤❡ r♦❞✬s ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦
❛r❡ E = 7000 P❛ ❛♥❞ ν = 0✳ ❚❤❡ r♦❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ✶✵ ❉✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✐ts
❧❡♥❣t❤ ✿ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✽ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞
t♦ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ F = 0.25Eex ✇❤✐❧❡ t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.05 s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦✈❡r ✵✳✺s✳
P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r♦❞ s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡♥❞s r❡♠❛✐✲
♥✐♥❣ ✜①❡❞✳ ❆s t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐s ν = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡
r♦❞✱ ♥♦ ♥♦r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❞✳ ❖♥❧② t❛♥❣❡♥t✐❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛r ♦♥ ❜♦t❤ ❧❛t❡r❛❧ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r♦❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s❤♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ s♠❛❧✲
❧❡r ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ t♦ ❡①❛❝t❧② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ❣r♦✇s ❢❛st❡r ✇❤❡♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡rr♦r ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r
s❝❤❡♠❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♦r ❞❡❝❡❧❡r❛t❡ ✭✐♥ ♣❤❛s❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✮✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡ ❞♦❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡rr♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t♦t❛❧❧②
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❙❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
Pr❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡
❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L1✲❡rr♦r ✐♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ♣r❡❞✐❝t♦r ❛♥❞ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s
✺✳✺✳✷ ❈❧❛♠♣❡❞ ❜❡❛♠
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✹ ♠❡t❡r ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✷ ♠❡t❡r ❧❛r❣❡ ❝❛♥❛❧✱ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛t
t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❆ ❜❡❛♠ ✐s ❝❧❛♠♣❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❛❧✱ ✐ts ❝❡♥t❡r
✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t x = 2♠✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ✵✳✷✽✺✼ ♠ ✇✐❞❡ ❛♥❞ ✶♠ ❧♦♥❣✳ P❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❛❧✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥❛❧
❢♦r♠s ❛ ❞♦✉❜❧❡ s❤♦❝❦ t✉❜❡ ✿ t❤❡ st❛t❡ ✐s (ρ,u, p) = (8 ❦❣.♠−3,0 ♠.s−1, 116.5 P❛)
✐❢ 0 < x < 1.5♠✱ (ρ,u, p) = (1.4 ❦❣.♠−3,0 ♠.s−1, 1 P❛) ✐❢ 1.5♠ < x < 4♠✳ ❚❤❡
❜❡❛♠✬s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s ❛r❡ ρs = 100❦❣.♠−3 ❛♥❞ E = 7000P❛✱ ✇✐t❤
❛ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν = 0✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ 400 × 200 ❡❧❡♠❡♥ts
✭∆x = ∆y = 10−2 ♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ 14 × 50 sq✉❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✭hs = 2×10−2 ♠✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t t✐♠❡
t = 0.08s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② r❡✢❡❝t❡❞ s❤♦❝❦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✇❛✈❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❡❛♠✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ L1 ❡rr♦r ♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤
r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✱ ❛♥❞ ♣❧♦t ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ♦✈❡r ✹ s❡❝♦♥❞s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦♥s✐st❡♥❝②✑ ♣r♦♣❡rt② ♥♦t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈P❯ ❝♦sts
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ♣r❡❞✐❝t♦r ❛♥❞ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞
❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ Pr❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛t t✐♠❡ t = 0.08s ✭✺✵ ❝♦♥t♦✉rs
✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✻✵P❛✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♥♦
❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②
❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉✐❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡rr♦r
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−5✳ ❚❤✐s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦ ❡♥❡r❣② ❞r✐❢t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ st✐❧❧ ❡♥s✉r❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
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❙♦❧✐❞ ❡♥❡r❣②
❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡
✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✼
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ♠♦❞❡❧❧❡❞
✇✐t❤ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡s✱
✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✿ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ♣r❡❞✐❝t♦r ❛♥❞ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛♥
✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞ ✐♥ t✇♦ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❧✐tt❧❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t♦r s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t❛✐♥s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❛✐r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦
❝♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r②
❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♠❛♣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t t✐♠❡
n∆t t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ (n+1)∆t✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦
❢r❛❝t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❝❛s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✿ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦❝
❞r♦✐t ❡t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ✐♠♣❛❝té❡ ♣❛r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝✳
✻✳✶ ❋❧♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡
➱❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①
s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡
M∞✱ P∞✱ ρ∞
❋❧✉✐❞❡ ❛✉ r❡♣♦s
P = P∞
P❧❛q✉❡ ❡♥❝❛stré❡
❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❞é✲
❢♦r♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
s②♠♣t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ✢♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭❛✐❧❡ ❞✬❛✈✐♦♥✱ ♣❧❛q✉❡ ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡✮ ❡♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❡st ❡♥❝❛stré❡ à s❡s
❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❞r♦✐t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ P∞ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ à ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤M∞ ❡st ♣r♦❞✉✐t ❛✉✲❞❡ss✉s✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❡✲
t✐ts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡
❝♦✉♣❧é✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛s♣❡❝t ✐♥✜♥✐✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❡st
❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪ ✿ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 0, 5 ♠✱ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r
h = 1, 35.10−3 ♠✱ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ E = 7, 728.1010 P❛✱ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥
ν = 0, 33 ❡t ❞❡ ❞❡♥s✐té ρs = 2710 ❦❣✳♠−3✱ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ♥♦♥
✈✐sq✉❡✉① ❞❡ ❞❡♥s✐té ρ∞ = 0, 4 ❦❣✳♠−3✱ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ P∞ = 25714 P❛ ❡t s✬é❝♦✉❧❛♥t
à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ M∞✳ ▲❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡
♣r♦♣r❡✳ P♦✉r ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t à M∞ = 2, 2686✳ ◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤
❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✷✱✷✸ ❡t ✷✱✷✹✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠✉❧é ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ▼❛❝❤ ✷✱✷✸ ❡t ✷✱✷✹✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ✉t✐❧✐sé s✬ét❡♥❞ s✉r ✵✱✵✺ ♠ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ✵✱✷✺ ♠ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❡t
✵✱✵✺ ♠ s♦✉s ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t ✵✱✹✺ ♠ ❛✉✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝rét✐s♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✈❡❝
80 × 50 ❝❡❧❧✉❧❡s✱ s♦✐t ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✵✱✵✶ ♠✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t s✐t✉é❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ss✉r❡r
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢✉✐t❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❛ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s t♦✉t ❛✉
❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✈❡rt✐❝❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ét❛♥t ♣❡t✐ts ❞❡✈❛♥t
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝rét✐s♦♥s ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s
❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ✾✵ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡s
❡①tré♠✐tés s♦♥t ❜❧♦q✉é❡s ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❡♥❝❛str❡♠❡♥t✳
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M∞ = 2, 23
M∞ = 2, 24
❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♥ x = 0, 35 ♠ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞❛♥s
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t M∞ = 2, 23 ✭st❛❜❧❡✮ ❡t M∞ = 2, 24 ✭✐♥st❛❜❧❡✮
◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t
✻✳✶✳ ❋❧♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♠✐♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡ ✶✷✶
x = 0, 35 ♠ ✭❝♦♠♣té à ♣❛rt✐r ❞✉ ❜♦r❞ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✮ ♣♦✉r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ✷✱✷✸ ❡t ✷✱✷✹✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✱ q✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ r❡st❡ st❛❜❧❡ ♣♦✉r M∞ = 2, 23✱ t❛♥❞✐s
q✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r M∞ = 2, 24 ✭❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝②❝❧❡s✮✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜s❡r✈é❡
♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✷✱✷✸ ❡t ✷✱✷✹ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✶✶✺✱ ✶✶✻❪✱ ❝❡ q✉✐
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ✷✱✷✻✽✻✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
st❛❜✐❧✐té✳
▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉✲
t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣❡rt✉r❜é❡✱ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✻✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❧❛✐ssé
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❧✐❜r❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❡r✳ ❈❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♥♦r♠❛❧✐sés ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❛♠❜✐❛♥t❡
s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ♣❛r ❬✶✶✺❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞❡
❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❬✶✶✺❪✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ♣✐❝ ❡♥ x = 0, 35 ♠ s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é ❞❛♥s ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s
❛ttr✐❜✉♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✬❡♥❝❛str❡♠❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❜❧♦q✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡①trê♠❡s ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐✜❡r✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✸✪ ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡s✳
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✿ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ✭♠❛rq✉é❡ ❡♥ ♥♦✐r✮
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✿ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉r
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ✢♦tt❡♠❡♥t ✭♠❛rq✉é❡ ❡♥ ♥♦✐r✮
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▼♦❞❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t
❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ▼♦❞❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ✢♦tt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✷✸
✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
✻✳✷✳✶ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦❝ ✐♥❝✐❞❡♥t
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ▲❛✉r❡♥t ❇✐❛♠✐♥♦ ❡t ❛❧✳ à ❧✬■❯❙❚■ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ Pr♦✈❡♥❝❡✴❈◆❘❙✮ ♣ré✲
s❡♥té❡s ❞❛♥s ❬✶✷❪✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡s
♠♦t❡✉rs ❞✬❛✈✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠♦t❡✉r à ré❛❝t✐♦♥✱ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
q✉✐ ♠❡♥❛❝❡♥t ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré✈❡♥✐r ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s♦✉❞❛✐♥❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t ❞✉ ♠♦t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ✈❛❧✈❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛✐r s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s✬é❝♦✉❧❡r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❤♦rs ❞✉ ❝♦♠♣❛rt✐♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❧❛ ✈❛❧✈❡ ❡t ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❞é❣âts ❝❛✉sés à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✳
✻✳✷✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✉t✐❧✐sé ✭r❡♣r✐s ❞❡ ❬✶✷❪✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❝❛rré❡
80 × 80 ♠♠ ✉t✐❧✐sé à ❧✬■❯❙❚■✳ ❈❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❡s ❝❤♦❝s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
▼❛❝❤ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✶✱✶ ❡t ✺✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ✭s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❤♦❝ ♣❛r
❧✬❡①tré♠✐té ♦✉✈❡rt❡ ❞✉ t✉❜❡✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❡st ❧✐♠✐té à ✶✱✷✺ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
▲❡ t✉❜❡ ❡st ❢❡r♠é ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t à ❧✬❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♣♦rt❡ ✜①é❡ ♣❛r ✉♥❡
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❝❤❛r♥✐èr❡✳ ▲❛ ♣♦rt❡ ♣❡✉t s✬♦✉✈r✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥ ♣✐✈♦t❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❞❡ ❧❛ ❝❤❛r♥✐èr❡✳ ▲❡ ♠♦♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
♦✉✈❡rt❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ θ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡st
❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢❡r♠é❡ ✭θ = 0✮✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❜❧♦q✉é❡ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❱❡❧❝r♦
❞ès q✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❛tt❡✐♥t ✾✵ ❞❡❣rés✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞✉ t✉❜❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①tré♠✐té
❢❡r♠é❡ ❡t ❧❛ ♣♦rt❡ ❡st ❞❡ ✹✱✵✸✹ ♠✳
❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ à ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✭r❡♣r✐s ❞❡ ❬✶✷❪✮✳ ▲❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠♠
▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞✉ t✉❜❡ ❡st ✜①é❡ à ❧✬❡①tré♠✐té ❢❡r♠é❡✳ ◗✉❛tr❡ ❝❛♣t❡✉rs ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ♣❧❛❝és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ t✉❜❡✱ ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡♥ ♠♠✮ ✿ ❈1 ✭✸✻✸✵✮✱
❈7 ✭✷✻✸✵✮✱ ❈10 ✭✻✶✺✮ ❡t ❈12 ✭✷✻✺✮✳ ▲❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝ré❡r ❧❡ ❝❤♦❝ ❡st
♣❧❛❝é à ✼✺✵ ♠♠✳ ❚r♦✐s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ♣❧❛❝és à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ✭❈❜♦tt♦♠✱ ❈t♦♣ ❡t
❈s✐❞❡✮ à ✹✵✷✹ ♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❜❛s✱ s✉r ❧❡ ❝ôté ❡t ❡♥ ❤❛✉t ❞✉ t✉❜❡✳ ❯♥ ❝❛♣t❡✉r
❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ✭❈❞♦♦r✮✳
❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ s✉r s♦♥ ♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❞❡✉① ♣♦rt❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❧é❣èr❡✳ ❙❛ ♠❛ss❡ ❡st
❞❡ ✵✱✸✼✻ ❦❣ ❡t s♦♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬✐♥❡rt✐❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❤❛r♥✐èr❡✮ ❞❡ ✶✵✷✻✱✷ ❦❣.♠♠2✳
▲✬❛✉tr❡ ♣♦rt❡✱ ❡♥ ❛❝✐❡r✱ ❡st ♣❧✉s ❧♦✉r❞❡✳ ❙❛ ♠❛ss❡ ❡st ❞❡ ✵✳✾✽✶ ❦❣ ❡t s♦♥ ♠♦♠❡♥t
❞✬✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ✷✻✼✺✱✺✷ ❦❣.♠♠2✳
✻✳✷✳✶✳✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ❡st
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡❧❛ s❡r❛ ✈r❛✐ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❀ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧♦rs ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✱ ❞❡s ❡✛❡ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ▲❛ ♣♦rt❡✱
❡♥ s✬♦✉✈r❛♥t✱ ♥❡ ❧❛✐ss❡r❛ ♣❛ss❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥ ❜❛s ❞✉ t✉❜❡✱
❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧❡s ❝ôtés✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣♦rt❡ ♥✬❡st ♣❛s ❤❡r♠ét✐q✉❡♠❡♥t ❢❡r♠é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ✿ ✉♥ ❧é❣❡r ❡s♣❛❝❡ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡t ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ à ❧❛ ❝❤❛r♥✐èr❡ ❡t à
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✷✺
❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡♥ ❜❛s✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦♥t❛❝t
❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à s✐♠✉❧❡r ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧♦♥❣✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡ss❡rré ❛✉t♦✉r ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ◆♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ 4, 4×0, 2♠✱ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ s❡ s✐t✉❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, 4.034]× [0.1, 0.18] ♠✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉ r❛✣♥é✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✢✉✐❞❡ ❞❡ 528 × 24 ❝❡❧❧✉❧❡s✱ s♦✐t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✽✳✸✸ ♠♠✳
❈❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st à ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ q✉✐ ♠❡s✉r❡ 20× 87
♠♠✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽
✹✵✸✹ ♠♠
✹✹✵✵ ♠♠ ✷✵✵ ♠♠
P♦rt❡❚✉❜❡
❋❧✉✐❞❡
❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡
❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❧✐♠✐t❡s q✉✐ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ✭♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✵ ♠♠ s❡✉❧❡♠❡♥t✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ P♦✐♥s♦t✲▲❡❧❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❬✶✶✾❪✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
ét❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉❜s♦♥✐q✉❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ♣♦sé✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛ss✉r❡r ✉♥
r❡t♦✉r à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✳
◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✱ ❛✈❡❝ γ = 1.4✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛
♣♦rt❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡ ❡t ♥❡ ❞✐ss✐♣❡ ❛✉❝✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❢r♦tt❡♠❡♥t✳
✻✳✷✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❆♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❝♦♥trô❧é❡ ❞✉ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡✱ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✭s❡ ❞✐r✐❣❡❛♥t ✈❡rs
❧❛ ♣♦rt❡✮ ❡t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❞ét❡♥t❡ s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s✳ ▲✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞ét❡♥t❡ s❡ ré✢é❝❤✐t
❝♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✉ t✉❜❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ s❡ ré✢é❝❤✐t ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣♦rt❡✱ ❡①❡r✲
ç❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣♦✉ssé❡ s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❛♥s ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st ré✢é❝❤✐❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ t✉❜❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡
❢♦♥❞ ❞✉ t✉❜❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ r❡✈✐❡♥t ✐♠♣❛❝t❡r ❧❛ ♣♦rt❡✱ q✉✐ s✬❡st ❡♥tr❡t❡♠♣s ♦✉✈❡rt❡
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝♦✉❧❡r ❤♦rs ❞✉ t✉❜❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡✉ t✉❜❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣♦rt❡✱ s♦✉s
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❧✬❡✛❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥❡rt✐❡✱ s✬♦✉✈r❡ ❡♥ t♦t❛❧✐té✳ ❉❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥ts t❡♠♣s
s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾✳ ▲❡s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞❡ str✐♦s❝♦♣✐❡ ✭❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❞❡♥✲
s✐té✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t r❡♣r✐s❡s ❞❡ ❬✶✷❪ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
♦❜t❡♥✉s s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❉❡✉① ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛ttr✐❜✉♦♥s à ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
❞❡♥s✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ à ❤❛✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ sé♣❛ré❡ ❞✉ r❡st❡ ❞✉ t✉❜❡ ♣❛r ❧❡
❞✐❛♣❤r❛❣♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐s♦t❤❡r♠❡ ✭éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s
t = 0 ♠s t = 4, 2 ♠s t = 5 ♠s
t = 5, 8 ♠s t = 7 ♠s t = 8, 3 ♠s
t = 10, 1 ♠s t = 26, 2 ♠s t = 26, 3 ♠s
t = 26, 4 ♠s t = 26, 5 ♠s t = 26, 5 ♠s
t = 27, 3 ♠s t = 28, 1 ♠s t = 29, 2 ♠s
t = 29, 9 ♠s
❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ Pr♦✜❧s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✷✼
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ t✉❜❡✮✳ ■❧ s❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ r❛♣✐❞❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡✱ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ✐s❡♥tr♦♣✐q✉❡ s♦✐t ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡✱ ✐♥❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❡♥tr❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❧é❣èr❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡
❞❡s ♦♥❞❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t à t = 26 ♠s s✉r ❧✬❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡ s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉① t❡♠♣s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡
❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ P❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡s ❞❡ str✐♦s❝♦♣✐❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❞✐✛ér❡♥ts
✐♥st❛♥ts ✭r❡♣r✐s❡s ❞❡ ❬✶✷❪✮
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
♦♥❞❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝♦♥t❛❝t q✉✐ ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✉r
❧❛ ❞❡♥s✐té✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♥❞❡ s♦✐t ❧✐é❡ à ❞❡s ❡✛❡ts
✈✐sq✉❡✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡✳
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❛✮
❈10 ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❈10 ♥✉♠ér✐q✉❡
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❈7 ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
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❈1 ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❈1 ♥✉♠ér✐q✉❡
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0
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❛✮
t ✭♠s✮
❈❞♦♦r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❈❞♦♦r ♥✉♠ér✐q✉❡
❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs
❈10✱ ❈7✱ ❈1 ❡t ❈❞♦♦r ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❤♦❝ à M∞ = 1.1 ❡t ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥
❛❧✉♠✐♥✐✉♠
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✷✾
▲❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❬✶✷❪ ❡st ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠
❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦❝ à ▼❛❝❤ ✶✱✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ∆P ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ❈10✱ ❈7✱
❈1 ❡t ❈❞♦♦r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❡st ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❈7✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s
t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
♦r✐❣✐♥❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡✳ ▲❛
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ très ♣ré❝✐s❡✳ ▲✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ♥✬ét❛♥t q✉❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ tr♦✐s ❝❡❧❧✉❧❡s ✢✉✐❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡
st❡♥❝✐❧ ❧❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥❞✉✐s❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❛r❛s✐t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ♦♥❞❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐❡s ♦✉ ✐♥t❡r❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❛✈❡❝ ❧❡s ✈♦rt❡① ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t
❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❛✉t♦✉r ❞✉
t✉❜❡ à ❝❤♦❝✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥❞✉✐t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✐❝✐ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❛ss♦❝✐é✳
✵
✵✳✷
✵✳✹
✵✳✻
✵✳✽
✶
✲✷ ✵ ✷ ✹ ✻ ✽ ✶✵
P
/P
♠
❛
①
t(♠s)
▼❛❝❤ ✶✳✶
▼❛❝❤ ✶✳✷✺
❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❞♦♦r ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡
❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦❝ à M∞ = 1.1 ❡t à M∞ = 1.25
❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❬✶✷❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ▼❛❝❤ ✶✱✷✺ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
❝❤♦❝ à ▼❛❝❤ ✶✱✶ s✉r ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡
♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❛✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❞♦♦r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ét❛♥t ✐❝✐ ♣r✐s à ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❤♦❝ s✉r ❧❛ ♣♦rt❡✳ ▲❛
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ P♠❛① ✈❛✉t ✐❝✐ ✺✵✵✵✵ P❛ ♣♦✉r M∞ = 1, 1 ❡t ✶✺✼✵✵✵ P❛
♣♦✉r M∞ = 1, 25✳ ❈♦♠♠❡ ❬✶✷❪✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s M = 1, 25 q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s M = 1, 1✳
❈❡tt❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ s♦✉s
❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❤♦❝ M = 1, 25 q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❝❛s M = 1, 1✳ ▲❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❞ét❡♥t❡s r❡✢é❝❤✐❡s s✉r
❧❡ ❢♦♥❞ ❞✉ t✉❜❡✳
✵
✶✵
✷✵
✸✵
✹✵
✺✵
✻✵
✼✵
✽✵
✾✵
✵ ✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺ ✹✵
θ
✭❞
❡❣
✳✮
t(♠s)
▼❛❝❤ ✶✳✶
▼❛❝❤ ✶✳✷✺
❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ♣❛r
✉♥ ❝❤♦❝ M∞ = 1.1 ❡t M∞ = 1.25
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤♦❝s M = 1, 25 ❡t
M = 1, 1 ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡
s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ♦ù ❧❛ ♣♦rt❡ s✬♦✉✈r❡ à
✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥❡rt✐❡✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❧❡s
❝❤♦❝s M = 1, 1 ❡t M = 1, 25 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✸✼✱✻ ♠s ❡t ✶✹✱✹ ♠s✱ q✉✐ s♦♥t
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s t❡♠♣s ♠❡s✉rés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✸✼✱✺ ♠s ❡t ✶✸✱✽
♠s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥
❞é♣✐t ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t très ❝♦♥❝❧✉❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r✲
♣r❡ss✐♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦❝M = 1, 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ P♠❛① ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r✐s❡
é❣❛❧❡ à ✺✵✵✵✵ P❛✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ q✉❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û
à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥❡rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r✱ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ♣❧✉s ❧é❣èr❡ ❡t s✬♦✉✈r❛♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣♦rt❡s ❡st r❡♣ré✲
s❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r✱ ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦✉rs❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ét❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❢❛ss❡ ❡✛❡t✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✸✶
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✾✻ ♠s✱ ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ✾✷ ♠s✳
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❛
①
t(♠s)
P♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r
P♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠
❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❝❛♣t❡✉r ❈❞♦♦r ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦❝
M∞ = 1.1 ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡t ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r
✵
✶✵
✷✵
✸✵
✹✵
✺✵
✻✵
✼✵
✽✵
✾✵
✵ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵
θ
✭❞
❡❣
✳✮
t(♠s)
P♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠
P♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r
❋✐❣✳ ✻✳✶✺ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡♥ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦❝ M∞ = 1.1 ❞✬✉♥❡
♣♦rt❡ ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ❡♥ ❛❝✐❡r
✻✳✷✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❢❛✐t ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ✭♣❛s ❞❡
✈✐s❝♦s✐té ♥✐ ❞❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱ ♣❛s ❞✬❡✛❡ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✮✳ ▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥❝❧✉❛♥t❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉
s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❝♦r✲
r❡❝t ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❡st ✉♥ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r
✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❡s tr❛♥s❢❡rts é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✳
✻✳✷✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ré❛❧✐sé❡ à ❧✬■❯❙❚■ ✭❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ Pr♦✈❡♥❝❡✴❈◆❘❙✮ ❬✺✸❪✳
❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ ❞é❥à été s✐♠✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❆▲❊ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ♣♦✉r ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ✈✐sq✉❡✉① ❡t
✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥
❝❛s✲t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
✻✳✷✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❋✐❣✳ ✻✳✶✻ ✕ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✉t✐❧✐sé ✭r❡♣r✐s ❞❡ ❬✺✸❪✮
▲❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ✉t✐❧✐sé ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❚✽✵ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❛rré❡ 80× 80
♠♠✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ✸✱✼✺ ♠✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝
s♦♥t ❢❡r♠é❡s✳ ❯♥ ❝❤♦❝ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥❡ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①tré♠✐té ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❛
r✉♣t✉r❡ ❝♦♥trô❧é❡ ❞✬✉♥ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❤♦❝ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡①tré♠✐té ❞r♦✐t❡
♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❡♥ ♣❧❡①✐❣❧❛ss ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ✐❝✐ s❡ s✐t✉❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❤❛♠❜r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❧✐♠✐t❡r♦♥s ❞♦♥❝ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡
❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ❞r♦✐t ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ❝❤♦❝ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ▼❛❝❤ ❞❡ ✶✱✷✶✳
❯♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ❛❝✐❡r ✭E = 220 ●P❛ ❡t ρ = 7600 ❦❣✳♠3✮✱ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✶ ♠♠ ❡t ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✹✵ ♠♠ ♦✉ ✺✵ ♠♠ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✮ ❡st ✜①é❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❧✉✐ s❡r✈❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡ ❡st ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛s❡ s✉ré❧è✈❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
❞❡ ✶✺ ♠♠✱ ❡t ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r ✶✺ ♠♠ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲✬❡①tré♠✐té
❢❡r♠é❡ ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ s❡ s✐t✉❡ ✷✺✵ ♠♠ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❯♥ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
s✐t✉é s✉r ❧❛ ♣❛r♦✐ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ t✉❜❡ ✶✵ ♠♠ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s✉❜✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✸✸
▲♦rs ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝
❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❝ôtés✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❡st❡ ❞❡
❧✬♦♥❞❡ ❡st ré✢é❝❤✐✳ ▲✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ tr❛♥s♠✐s❡ s❡ ré✢é❝❤✐t s✉r ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉ t✉❜❡
❡t r❡✈✐❡♥t ✐♠♣❛❝t❡r ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❙♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ s✉r♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s❡❧♦♥ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ♣r♦♣r❡✳ ❆✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱
❞❡s t♦✉r❜✐❧❧♦♥s s❡ ❞ét❛❝❤❡♥t ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s
♣r♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té t♦✉t❡s ❧❡s ✼✵ µs s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✼ ❡t ✻✳✶✽✳
t = 0 µs t = 70 µs
t = 140 µs t = 210 µs
t = 280 µs t = 350 µs
t = 420 µs t = 490 µs
t = 560 µs t = 630 µs
t = 700 µs t = 770 µs
t = 840 µs t = 910 µs
t = 980 µs t = 1050 µs
❋✐❣✳ ✻✳✶✼ ✕ Pr♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té s✐♠✉❧és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✼✵ µs à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❤♦❝ s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭t = 0✮
✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
t = 1120 µs t = 1190 µs
t = 1260 µs t = 1330 µs
t = 1400 µs t = 1470 µs
t = 1540 µs
❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ✕ Pr♦✜❧s ❞❡ ❞❡♥s✐té s✐♠✉❧és ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✼✵ µs à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❝❤♦❝ s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭t = 0✮
✻✳✷✳✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❉❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st s✉♣♣♦sé ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉①✳ ◆♦✉s
♥❡ ♣♦✉rr♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡s
❝ôtés ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t♦✉r❜✐❧❧♦♥s s❡r❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡
♣❛r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té ♣❤②s✐q✉❡ ♥✬❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
✢✉✐❞❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉ t✉❜❡ à ❝❤♦❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡
❞✐s♣♦s✐t✐❢✳ ◆♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ 300× 80 ♠♠ ✿ ✐❧ s✬ét❡♥❞ ❞♦♥❝
❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞r♦✐t❡ ❞✉ t✉❜❡ ❥✉sq✉✬à ✺✵ ♠♠ ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❡t ❛ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r
❞✉ t✉❜❡✳ ◆♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ss❡③ ❣r♦ss✐❡r ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ✷✵
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❤❛✉t❡✉r✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡ ❞❡ 300×80 ❝❡❧❧✉❧❡s✱ s♦✐t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ❡①trê♠❡✱ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s à ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬✺✸❪✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✺✸❪ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✽✵✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ♥♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡s ✭à ❝♦♠♣❛r❡r à ♥♦s ✷✹✵✵✵ ♠❛✐❧❧❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✮✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣rès ❞❡s ♠✉rs é❣❛❧❡ à ✵✱✵✶ ♠♠✳
◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ P♦✐♥s♦t✲▲❡❧❡ ❬✶✶✾❪ s✉r
❧❡ ❜♦r❞ ❞✬❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬✐♥✜♥✐ ❧❛
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✸✺
♣r❡ss✐♦♥ ❛♣rès ❧❡ ❝❤♦❝ P∞ = 154177 P❛✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣r❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
r❡t♦✉r ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ré✢é❝❤✐❡s s✉r ❧✬❡①tré♠✐té ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ t✉❜❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t
✈❛✉t P∞✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ♥❡ r❡✈✐❡♥♥❡♥t
♣❛s✳ ▲✬❡①tré♠✐té ❞✉ t✉❜❡ ré✢❡❝❤✐ss❛♥t❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t à ✵✱✼✺ ♠ ❞✉ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱
❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r ✶✱✺ ♠ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r
❛✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡ ✭✈✐t❡ss❡ ❞❡s
♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝✱ s♦✐t ▼❛❝❤ ✶✱✷✶✮✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡
❞ét❡♥t❡ ❛rr✐✈❡♥t s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt ✸✱✻ ♠s ❛♣rès ❧❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
s❡r❛ ❞♦♥❝ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✻✳✷✳✷✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
P❧❛q✉❡ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝
M = 1, 21 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t r❡♣r❡♥❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s ❞❡ ❬✺✸❪✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✭à t = 0 ♠s✮ s✉✐✈✐❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ré✢é❝❤✐❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭à t = 0, 082 ♠s✮ ♣✉✐s ❧❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝
tr❛♥s♠✐s❡ ❡t ré✢é❝❤✐❡ à ❧✬❡①tré♠✐té ❞✉ t✉❜❡ ✭à t = 1, 44 ♠s✮✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡
❡t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ❝❤♦❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ◆♦✉s
♦❜s❡r✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❜✐❡♥ ❛✉① ♠ê♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❛♣rès ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤♦❝✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✺✸❪✳ ◆♦✉s ❛ttr✐❜✉♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦♥ ♣❛s à
❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❞ét❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❛✣r♠é ❞❛♥s ❬✺✸❪✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥✢♦✇✴♦✉t✢♦✇ ❛✉ ❜♦r❞ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❛✉①
rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❬✺✸❪ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✈❛✐t ❞é❥à été r❡♠❛rq✉é ❞❛♥s ❬✺✸❪ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡t ❡st ❛ttr✐❜✉é s♦✐t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✭♠❛✐s q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ér✐♦❞❡✮✱ s♦✐t à
✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦✉tr❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r
q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ ❬✺✸❪✳ ▲❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✭✷✱✽ ♠s✮ ❡st ❧❛
♠ê♠❡ q✉❡ ❬✺✸❪ ❡t ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡
s❡✉❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ ♣r♦♣r❡ ✭✷✱✽✼ ♠s✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✱✽ ♠s✳
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❋✐❣✳ ✻✳✷✵ ✕ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭r❡♣r✐s ❞❡
❬✺✸❪✮
✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
P❧❛q✉❡ ❞❡ ✹✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡
✹✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣✳ ❙❛ s✉r❢❛❝❡ ét❛♥t ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①❡r❝é❡ s✉r
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
❛♥t✐❝✐♣❡r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦rt❛♥t ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉✲
♠ér✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❧✉s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳
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t ✭♠s✮
♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r
❋✐❣✳ ✻✳✷✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✹✵ ♠♠
❞❡ ❧♦♥❣ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭r❡♣r✐s ❞❡ ❬✺✸❪✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✸✾
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❬✺✸❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❛r✲
r✐✈é❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ✭à t = 0, 25 ♠s✮✱ ♣✉✐s ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ ré✢é❝❤✐❡ s✉r
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ✭à t = 0, 35 ♠s✮ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❝❤♦❝ tr❛♥s♠✐s❡ ré✢é❝❤✐❡ à ❧✬❡①tré♠✐té
❞✉ t✉❜❡ ✭à t = 1, 68 ♠s✮✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s
s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❡s✉rés✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡
❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❡♥ très ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t
♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✺✸❪✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✱ ❡t ♥♦♥ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✺✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣✳
✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s
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❋✐❣✳ ✻✳✷✷ ✕ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❞❡ ✹✵ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣ ❡t
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭r❡♣r✐s ❞❡
❬✺✸❪✮
✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✶✹✶
✻✳✷✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❬✺✸❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❡t ✈✐sq✉❡✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣és ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦✉ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♣❧✉s ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭str✉❝t✉r❡
♠✐♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉① ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡
❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ♣♦✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❧♦rs ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛s t♦✉r♥és ✈❡rs ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❆▲❊✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐✲
s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜❝t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❋r♦♥t✐èr❡s ■♠♠❡r❣é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s q✉✐ ❛ss✉r❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❝❛✉sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✴✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡s s❝❤é♠❛s
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ❧✐❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❛st♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st r❛✣♥é✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞ér✐✈❡r ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ s♦❧✐❞❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧♦♥❣✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s
❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❡t ✉♥ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ✢✉✐❞❡s✱
❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❡①❛❝t ❞❡ q✉❛♥t✐té
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
❈❡ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ t❡❧❧❡s q✉❡
❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡
✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❞r♦✐t❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés s♦♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♣❛r ❧❡
✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❡t ❧❡✉r
✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛s✲t❡sts ❡①✐st❛♥ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉
s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé✳
▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ét❛✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥
✈✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ét❛♥t
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❡st ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡✳ ▲❛ ♣❛r♦✐ s❡ ❞é❢♦r♠❛♥t✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r à q✉❡❧ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡r❛ ✐♥té❣ré❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭●❈▲✮
❧✐é❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✉ t❡♠♣s n+1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣✉✐s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✉r ❧❡
s♦❧✐❞❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ✿ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦❧✐❞❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡t
♠♦♠❡♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ❞✉ s♦❧✐❞❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ré❛✲
❧✐st❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
♣❧❛q✉❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉♣❡rs♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ tr♦✉✈❡♥t t♦✉t ❧❡✉r ✐♥térêt ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ♥♦s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s à ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✿ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦❝ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛♥♥❡❛✉ ❡♥ ❛❝✐❡r ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ à ❝❤♦❝✳ ❈❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t s❛ ❝❛♣❛❝✐té à s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ré❡❧s✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♦✉✈r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦tr❡ ❜✉t ✉❧t✐♠❡ ❡st ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
s♦❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❛ été ❝♦♥ç✉
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❡r ❝❡s ❛s♣❡❝ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té
rés✐❞❡r❛ s❛♥s ❞♦✉t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❛✉ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱
❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ s♦❧✐❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t
❞❛♥s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s
❛✉ t❡♠♣s n ❡t ❛✉ t❡♠♣s n+1✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ✜ss✉r❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡
♣❛r❛ît s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ ▲❡
✶✹✺
♣❛ss❛❣❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡r❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♣❧❛♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛✈és ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
r❡❝t❛♥❣❧❡s✳
▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣❧♦❜❛❧✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❛❝❝r✉❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐é ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦✐♥s
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞✬❛tt❛q✉❡s✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥és✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t
❞✉ s♦❧✐❞❡ ✿ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐✲
s✐♥s✱ ❡t ✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦✉s ♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té❡✳
▲❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛✈❡❝ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ❞é❥à
été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❬✶✶✷✱ ✷✷✱ ✶✵✺❪ ❡t s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ♣✐st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❊♥✜♥✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ✭✈✐s❝♦s✐té✱ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡
❡t s♦❧✐❞❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ❡t ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
êtr❡ ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛✱ ❡♥ ❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ✢✉✐❞❡s ❡t ❞❡s
❢♦r❝❡s ❡t ♠♦♠❡♥ts s♦❧✐❞❡s✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ❧❡✉r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦s❡r❛ ♣❛s ❞❡
sér✐❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐✲
❣♥❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
tr❛✐té❡s✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧ ✕ ✓ ❍♦✇ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢♦✇
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✿ ❆ q✉❛s✐ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✷✺ ✭✶✾✾✻✮✱
♣✳ ✶✺✵✕✶✻✵✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✻✹ ❡t ✾✼✳✮
❬✷❪ ❘✳ ❆❜❣r❛❧❧ ✫ ❙✳ ❑❛r♥✐ ✕ ✓ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞s ✔✱ ❏✳
❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✻✾ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣✳ ✺✾✹✕✻✷✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✷ ❡t ✷✸✳✮
❬✸❪ ❍✳ ❈✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ✕ ✓❘❆❚❚▲❊ ✿ ❆ ✧✈❡❧♦❝✐t②✧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❍❆❑❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✺✷ ✭✶✾✽✸✮✱ ♥♦✳ ✶✱
♣✳ ✷✹✕✸✹✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✺✳✮
❬✹❪ P✳ ❆♥❣♦t✱ ❈✳✲❍✳ ❇r✉♥❡❛✉ ✫ P✳ ❋❛❜r✐❡ ✕ ✓ ❆ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s ✔✱ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳
✽✶ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣✳ ✹✾✼✕✺✷✵✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✹ ❡t ✶✺✳✮
❬✺❪ ❈✳ ❆♥t♦❝✐✱ ▼✳ ●❛❧❧❛t✐ ✫ ❙✳ ❙✐❜✐❧❧❛ ✕ ✓ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞✲
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ❙P❍ ✔✱ ❈♦♠♣✉t✳ ❙tr✉❝t✳ ✽✺ ✭✷✵✵✼✮✱ ♥♦✳ ✶✶✕✶✹✱ ❙♣✳
■ss✳ ❙■✱ ♣✳ ✽✼✾✕✽✾✵✱ ✹t❤ ▼■❚ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❛♥❞ ❙♦❧✐❞
▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ❏❯◆ ✶✸✲✶✺✱ ✷✵✵✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✹✳✮
❬✻❪ ◆✳ ❆q✉❡❧❡t✱ ▼✳ ❙♦✉❧✐ ✫ ▲✳ ❖❧♦✈ss♦♥ ✕ ✓ ❊✉❧❡r✲❧❛❣r❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤
❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s❧❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✔✱ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳
▼❡❝❤✳ ❊♥❣r❣✳ ✶✾✺ ✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✶✲✸✱ ♣✳ ✶✶✵✕✶✸✷✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✻ ❡t ✻✹✳✮
❬✼❪ ❘✳ ❆r✐❡♥t✐✱ P✳ ❍✉♥❣✱ ❊✳ ▼♦r❛♥♦ ✫ ❏✳ ❊✳ ❙❤❡♣❤❡r❞ ✕ ✓ ❆ ❧❡✈❡❧ s❡t
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✽✺ ✭✷✵✵✸✮✱
♣✳ ✷✶✸✕✷✺✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✸ ❡t ✽✻✳✮
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✾
❬✷✻❪ ✖ ✱ ✓ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s s❤♦❝❦ t✉❜❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛
❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✔✱ ❈♦♠♣✉t✳ ❋❧✉✐❞s ✸✽ ✭✷✵✵✾✮✱
♥♦✳ ✸✱ ♣✳ ✻✻✹✕✻✼✻✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✻✽ ❡t ✻✾✳✮
❬✷✼❪ ❆✳ ❚✳ ❉❡ ❍♦♦♣ ✕ ✓ ❆ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❣♥✐❛r❞✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s❡✐s♠✐❝
♣✉❧s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✔✱ ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳ ❘❡s✳ ❇✽ ✭✶✾✻✵✮✱ ♣✳ ✸✹✾✕✸✺✻✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✹✾✳✮
❬✷✽❪ P✳ ❉❡ P❛❧♠❛✱ ▼✳ ❉✳ ❞❡ ❚✉❧❧✐♦✱ ●✳ P❛s❝❛③✐♦ ✫ ▼✳ ◆❛♣♦❧✐t❛♥♦ ✕ ✓ ❆♥
✐♠♠❡rs❡❞✲❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s ✔✱ ❈♦♠♣✳ ❋❧✉✐❞ ✸✺
✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣✳ ✻✾✸✕✼✵✷✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✶✱ ✻✺ ❡t ✾✼✳✮
❬✷✾❪ ❏✳ ❉♦♥❡❛✱ ❙✳ ●✐✉❧✐❛♥✐ ✫ ❏✳✲P✳ ❍❛❧❧❡✉① ✕ ✓ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛❣✐❛♥ ❊✉❧❡✲
r✐❛♥ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✔✱
❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣r❣ ✸✸ ✭✶✾✽✷✮✱ ♣✳ ✻✽✾✕✼✷✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✾
❡t ✻✹✳✮
❬✸✵❪ ❩✳ ❉r❛❣♦❥❧♦✈✐❝✱ ❋✳ ◆❛❥♠❛❜❛❞✐ ✫ ▼✳ ❉❛② ✕ ✓ ❆♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r②
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✈✐s❝♦✉s✱ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✷✶✻
✭✷✵✵✻✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✸✼✕✺✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✼✼✳✮
❬✸✶❪ ❆✳ ❈✳ ❊r✐♥❣❡♥ ✕ ✓ ❚❤❡♦r② ♦❢ ♠✐❝r♦♣♦❧❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✔✱ ✐♥ ❋r❛❝t✉r❡ ✭❍✳ ▲✐❡✲
❜♦✇✐t③✱ é❞✳✮✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✻✽✱ ♣✳ ✻✷✶✕✼✷✾✳ ✭❈✐té ❡♥
♣❛❣❡ ✹✸✳✮
❬✸✷❪ ❙✳ ❊t✐❡♥♥❡✱ ❆✳ ●❛r♦♥ ✫ ❉✳ P❡❧❧❡t✐❡r ✕ ✓ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❆▲❊ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✷✷✽ ✭✷✵✵✾✮✱ ♣✳ ✷✸✶✸✕✷✸✸✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✶✳✮
❬✸✸❪ ❊✳ ❆✳ ❋❛❞❧✉♥✱ ❘✳ ❱❡r③✐❝❝♦✱ P✳ ❖r❧❛♥❞✐ ✫ ❏✳ ▼♦❤❞✲❨✉s♦❢ ✕ ✓ ❈♦♠✲
❜✐♥❡❞ ✐♠♠♠❡rs❡❞✲❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✻✶ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✸✺✕✻✵✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✵✱ ✷✶ ❡t ✻✺✳✮
❬✸✹❪ ❊✳ P✳ ❋❛❤r❡♥t❤♦❧❞ ✫ ❇✳ ❆✳ ❍♦r❜❛♥ ✕ ✓ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❤②❜r✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♣❛❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✔✱ ■♥t✳ ❏✳ ■♠♣❛❝t ❊♥✲
❣r❣✳ ✷✻ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣✳ ✶✻✾✕✶✼✽✱ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❍②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② ■♠♣❛❝t✱ ●❛❧✈❡st♦♥✱
❚❡①❛s✱ ◆♦✈ ✵✻✲✶✵✱ ✷✵✵✵✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮
❬✸✺❪ ❊✳ P✳ ❋❛❤r❡♥t❤♦❧❞ ✫ ❘✳ ❙❤✐✈❛r❛♠❛ ✕ ✓ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❤②❜r✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② ✐♠♣❛❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✔✱
■♥t✳ ❏✳ ■♠♣❛❝t ❊♥❣✳ ✷✾ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✶✕✶✵✱ ♣✳ ✷✸✼✕✷✹✻✱ ❍②♣❡r✈❡❧♦❝✐t② ■♠♣❛❝t
❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ◆♦♦r❞✇✐❥❦✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ❉❡❝ ✵✼✲✶✶✱ ✷✵✵✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮
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❡t ✾✼✳✮
❬✸✼❪ ❈✳ ❋❛r❤❛t✱ P✳ ●❡✉③❛✐♥❡ ✫ ❈✳ ●r❛♥❞♠♦♥t ✕ ✓ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
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❬✸✽❪ ❈✳ ❋❛r❤❛t✱ ❑✳ ●✳ ✈❛♥ ❞❡r ❩❡❡ ✫ P✳ ●❡✉③❛✐♥❡ ✕ ✓ Pr♦✈❛❜❧② s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
t✐♠❡✲❛❝❝✉r❛t❡ ❧♦♦s❡❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♠✲
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♣✳ ✶✾✼✸✕✷✵✵✶✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✾ ❡t ✻✹✳✮
❬✸✾❪ ❈✳ ❋❛r❤❛t✱ ❆✳ ❘❛❧❧✉ ✫ ❙✳ ❙❤❛♥❦❛r❛♥ ✕ ✓❆ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣❤♦st
✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦♦r ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛✲
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❬✹✵❪ ◆✳ ❋❛✈r✐❡✱ ❙✳ ▲✳ ●❛✈r✐❧②✉❦ ✫ ❘✳ ❙❛✉r❡❧ ✕ ✓ ❙♦❧✐❞✲✢✉✐❞ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r✲
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❬✹✶❪ ❘✳ P✳ ❋❡❞❦✐✇ ✕ ✓ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✢✉✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
s♦❧✐❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✼✺ ✭✷✵✵✷✮✱
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❬✹✷❪ ❘✳ P✳ ❋❡❞❦✐✇✱ ❚✳ ❆s❧❛♠✱ ❇✳ ▼❡rr✐♠❛♥ ✫ ❙✳ ❖s❤❡r ✕ ✓ ❆ ♥♦♥✲♦s❝✐❧❧❛t♦r②
❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♠❛t❡r✐❛❧ ✢♦✇s ✭t❤❡ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ♠❡✲
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❬✶✶✽❪ ❙✳ P✐♣❡r♥♦✱ ❈✳ ❋❛r❤❛t ✫ ❇✳ ▲❛rr♦✉t✉r♦✉ ✕ ✓ P❛rt✐t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r
t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛❡r♦❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✲ P❛rt ■ ✿ ▼♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡♦r② ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✔✱ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣✳
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❬✶✶✾❪ ❚✳ ❏✳ P♦✐♥s♦t ✫ ❙✳ ❑✳ ▲❡❧❡ ✕ ✓ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❞✐r❡❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✶✵✶ ✭✶✾✾✷✮✱ ♣✳ ✶✵✹✕✶✷✾✳
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❬✶✷✵❪ ❉✳ ❖✳ P♦t②♦♥❞② ✫ P✳ ❆✳ ❈✉♥❞❛❧❧ ✕ ✓ ❆ ❜♦♥❞❡❞✲♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r♦❝❦ ✔✱
■♥t✳ ❏✳ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤✳ ▼✐♥✳ ❙❝✐✳ ✹✶ ✭✷✵✵✹✮✱ ♣✳ ✶✸✷✾✕✶✸✻✹✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✹✳✮
❬✶✷✶❪ ❆✳ ◗✉❛✐♥✐ ✫ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ✕ ✓❆ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ✔✱▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧s ▼❡t❤✳
❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳ ✶✼ ✭✷✵✵✼✮✱ ♣✳ ✾✺✼✕✾✽✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✶✳✮
❬✶✷✷❪ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐✱ ❋✳ ❙❛❧❡r✐ ✫ ❆✳ ❱❡♥❡③✐❛♥✐ ✕ ✓ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❨♦s✐❞❛
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ▼❛t❤✳ P✉r❡s ❆♣♣❧✳
✼✽ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣✳ ✹✼✸✕✺✵✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✶✳✮
❬✶✷✸❪ ❆✳ ❘✐❡s✱ ❉✳ ❊✳ ❲♦❧❢ ✫ ❚✳ ❯♥❣❡r ✕ ✓ ❙❤❡❛r ③♦♥❡s ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❞✐❛ ✿
❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✔✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊ ✼✻ ✭✷✵✵✼✮✱
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❬✶✷✹❪ ❙✳ ❑✳ ❙❛♠❜❛s✐✈❛♥ ✫ ❍✳ ❙✳ ❯❞❛②❑✉♠❛r ✕ ✓ ●❤♦st ❋❧✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r str♦♥❣
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t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ r♦❞ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✢♦✇ ✔✱ ■♥t✳
❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❊♥❣r❣✳ ✻✹ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣✳ ✶✵✺✼✕✶✵✼✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✾✼✳✮
❬✶✸✷❪ ❘✳ ❚❡♠❛♠ ✕ ✓ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
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♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s❡♠✐✲str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ✔✱ ❈❚❘ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤
❇r✐❡❢s✱ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ◆❆❙❆ ❆♠❡s✴❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈✳✱ ✷✵✵✺✳
✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✻✺✳✮
❬✶✸✽❪ ❈✳ ❲✳ ❲❛♥❣✱ ❚✳ ●✳ ▲✐✉ ✫ ❇✳ ❈✳ ❑❤♦♦ ✕ ✓ ❆ r❡❛❧ ●❤♦st ✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✔✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳ ✷✽
✭✷✵✵✻✮✱ ♣✳ ✷✼✽✕✸✵✷✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✷✸✳✮
❬✶✸✾❪ ❍✳ ❲❛♥❣✱ ❏✳ ❈❤❡ss❛✱ ❲✳ ❑✳ ▲✐✉ ✫ ❚✳ ❇❡❧②ts❝❤❦♦ ✕ ✓ ❚❤❡ ✐♠♠❡r✲
s❡❞✴✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝
❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤✐♥ ♠❡♠❜❡rs ✔✱ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❊♥✲
❣♥❣✳ ✼✹ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣✳ ✸✷✕✺✺✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✾✼✳✮
❬✶✹✵❪ ❑✳ ❲❛♥❣✱ ❆✳ ❘❛❧❧✉✱ ❏✳✲❋✳ ●❡r❜❡❛✉ ✫ ❈✳ ❋❛r❤❛t ✕ ✓ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
✢✉✐❞ ❛♥❞ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✔✱ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❋❧✉✐❞s
✭✷✵✶✵✮✱ ♣✳ ✼✸✕✶✵✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✷✸ ❡t ✾✼✳✮
❬✶✹✶❪ P✳ ❲♦♦❞✇❛r❞ ✫ P✳ ❈♦❧❡❧❧❛ ✕ ✓ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ✇✐t❤ str♦♥❣ s❤♦❝❦s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✺✹ ✭✶✾✽✹✮✱
♣✳ ✶✶✺✕✶✼✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✽✺✳✮
❬✶✹✷❪ ❙✳ ❳✉ ✫ ❩✳ ❏✳ ❲❛♥❣ ✕ ✓ ❆♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ✷✶✻ ✭✷✵✵✻✮✱
♥♦✳ ✷✱ ♣✳ ✹✺✹✕✹✾✸✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡s ✶✹ ❡t ✻✹✳✮
✶✺✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶✹✸❪ ❍✳ ❨s❡r❡♥t❛♥t ✕ ✓ ❆ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✔✱ ◆✉♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ✼✻
✭✶✾✾✼✮✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✽✼✕✶✵✾✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✺✳✮
❬✶✹✹❪ ❩✳ ❨✉ ✕ ✓ ❆ ❉▲▼✴❋❉ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✢✉✐❞❡✴✢❡①✐❜❧❡✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✔✱ ❏✳ ❈♦♠✲
♣✉t✳ P❤②s✳ ✷✵✼ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣✳ ✶✕✷✼✳ ✭❈✐té ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✼✳✮

❘❊❙❯▼❊
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❢♦r✲
♠❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣♦✉r ❧❡ s♦✲
❧✐❞❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✜ss✉r❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡✈✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✜❝t✐❢s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ✐♠♠❡r❣é❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡t
✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ■❧ ❡st ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬➱❧é♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts
✉t✐❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡♠♣❧♦②é ❛ss✉r❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡✳ P✉✐s ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉① ❡t ✉♥ s♦❧✐❞❡ ✐♥❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝
✉♥ s♦❧✐❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ str✉❝t✉r❡s
♠♦❜✐❧❡s ✿ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡①✐st❛♥ts
❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ très ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
▼♦ts ❝❧és ✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✕ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✕ ❢r♦♥t✐èr❡s
✐♠♠❡r❣é❡s ✕ ❱♦❧✉♠❡s ❋✐♥✐s ✕ ➱❧é♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts
❆❇❙❚❘❆❈❚
❚❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✴❞❡❢♦r♠❛❜❧❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛ ❉✐s❝r❡t❡
❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢r❛❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢
❡①✐st✐♥❣ ✜❝t✐t✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥
❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ t✐♠❡✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❡♥s✉r❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✐♥✈✐s❝✐❞ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✳ ▼❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ s♦❧✐❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲
✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✉♥st❡❛❞② ✐♥✈✐s❝✐❞ ✢♦✇s ❛r♦✉♥❞
♠♦✈✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳
❑❡② ✇♦r❞s ✿ ✢✉✐❞✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✕ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✕ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❇♦✉♥✲
❞❛r✐❡s ✕ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✕ ❉✐s❝r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞
